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1 はじめに
同期とは，個々に固有の振動数を有する振動子集団
内の振動子が互いに作用を及ぼしあい，最終的には全
ての振動子の振動の周期が一致する現象である．しか
し同期は常に起こるのではなく，振動子の振動の周期
にいつまでもばらつきが見られることもある．本研究
では同期条件の本質を見極め，実際にManhattan積
[1]の振動子集団モデルについて，その本質と同期条件
を考究する．

2 有向グラフと隣接行列
V を頂点の集合，Eを辺の集合とすると，グラフは

G = (V,E)と表される．ここでは V は有限であるとす
る．2つの頂点 x, y ∈ V (x ̸= y)において，(x, y) ∈ E

かつ (y, x) /∈ Eである時，xから yへ向きのある辺 (矢
印)を引き，x → yと記述する．有向グラフとは，全
ての辺が向きを持つグラフのことである．
また，隣接行列とは，有限グラフを表す正方行列のこ
とであり，隣接行列 A = [Axy]x,y∈V は以下で定義さ
れる．

Axy =

{
1, if x → y,

0, otherwise.

3 使用するモデル
本研究では頂点の集合を振動子集団と思い，振動子

xから振動子 yに作用を及ぼしている場合は xから y

へ向きのある辺 (矢印)を引き，x → y と記述するこ
とで，作用を及ぼしあう振動子集団を有向グラフで表
現する．なお，各振動子間に働く作用の大きさは全て
等しいとする．以後，この有向グラフを振動子集団の
モデルとする．
また，振動子集団の数理モデルとして，蔵本モデル
を使用する．蔵本モデルは以下の式で表される．

d

dt
ϕk = ωk − c

∑
j∈V

Akj sin(ϕk − ϕj)

d

dt
ωk = −s

∑
j∈V

Akj sin(ϕk − ϕj)

蔵本モデルは不均一な固有振動数を持つ位相振動子集
団のモデルであり，V は振動子集団，ϕと ωは振動子
の位相と角振動数をそれぞれ表している．sと cは各
振動子間の結合強度，Aは振動子集団のモデルの隣接
行列を表している．
4 シミュレーション結果
蔵本モデルを利用して，次の 2つの振動子集団のモ
デルにおいてシミュレーションを行った．これらのモ
デルをそれぞれモデル 1，モデル 2とする．

図 1: 各振動子集団のモデル．(左図)モデル 1．(右図)

モデル 2．
この 2つのモデルにおいて，6個の振動子の初期振
動数を 0.1，0.2，0.3，0.4，0.5，0.6に設定した．また，
全ての振動子の初期位相を 0，s = c = 1.5と設定し
た．
図 2は各モデルの全振動子の振動数の時系列を示し
ている．どちらのモデルも振動子数や初期設定は同じ
であるが，モデル 1では同期が起こらず，モデル 2で
は同期が起きていることが読み取れる．この結果より，
振動子集団のモデルの隣接行列Aが同期条件の本質で
あることがわかる．

図 2: 各モデルの時系列．(左図)モデル 1．(右図)モ
デル 2．縦軸は ωi(i = 1, 2, ...6)，横軸は時間

5 Manhattan積のモデルとスペクトル
同期条件の本質が振動子集団のモデルの隣接行列で
あることから，同期条件を求めるためには，モデルの
隣接行列の固有値 (スペクトル)を調べる必要がある．
そこで，ある種のManhattan積モデルについて，そ
のスペクトルの厳密解を求め，同期条件を調べたいと
考えた．
Manhattan積とは 2つの 2部グラフを組み合わせた
グラフ積であり，スペクトルの一般式が知られている
モデルに，図 3がある．

図 3: Manhattan積のモデルの例．
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スペクトルの厳密解が知られていないManhattan積
の 1つに，振動子が 4行 n列の格子状に並んだ以下の
モデル (図 4)がある．本研究ではこのモデルについて，
スペクトルの厳密解と漸近分布を定めた．このモデル
をモデル 3とする．

図 4: モデル 3

モデル 3のスペクトルの厳密解を求めるため，次の
定理を示す．
定理: モデル 3の固有方程式は次で与えられる．

det(x1−A) = x2(n−1) · un+1(x) · vn+1(x) (1)

ただし，A はモデル 3 の隣接行列であり，un(x) と
vn(x)はそれぞれ以下の漸化式を満たす．

un+1(x) = xun(x)− un−1

(u0(x) = 1, u1(x) = x, n ≥ 1) (2)

vn+1(x) = xvn(x) + vn−1

(v0(x) = 1, v1(x) = x, n ≥ 1) (3)

定理の証明の概略を以下に記述する．
まず，Qn(x) = un+1(x)vn+1(x)とおくと、(2)と (3)

を用いて Qn(x)は次の漸化式を満たすことがわかる．

Qn(x) = x2Qn−1(x)−2Qn−2(x)−x2Qn−3(x)−Qn−4(x)

次に，4n× 4n行列 (x1−A)に対して Schurの公式を
繰り返し用いて，次の関係式が得られる．

det(x1−A) = xn ·Dn(x) (n ≥ 3)

ただし，Dn(x)は以下の n× n行列Dnの固有方程式
である．

ここで，gn(x) =
Dn(x)

xn−2
=

det(x1−A)

x2(n−1)
とおくと，

gn(x)はQn(x)は同じ漸化式を満たし，初期値も同じ
であることがわかった．よって，定理は示された．
次に，モデル 3のスペクトルの厳密解を求める．定
理よりモデル 3の固有方程式は (1)で与えられる．(1)

の因数である un+1(x)と vn+1(x)において，(2)と (3)

より

un+1(x) = Un+1(
x

2
)

vn+1(x) = inUn+1(−
ix

2
)

であることがわかる．ただし，Un(x)はChebyshevの
第２種多項式である．ゆえに，

un+1(2 cos
kπ

n+ 2
) = 0

vn+1(i2 cos
kπ

n+ 2
) = 0

である．また，(1)の因数である x2(n−1)を考慮に含め
ると 0の固有値が少なくとも 2(n− 1)個存在すること
がわかる．よって，モデル 3のスペクトルの厳密解は
次で与えられる．
{
2 cos

kπ

n+ 2
, i2 cos

kπ

n+ 2
, ; k = 1, 2, ···, n+1

}
∪
(

0
2(n− 1)

)

ここで，モデル 3のスペクトル測度 µは，

dµ(x, y) =
dy

4π
√

4− y2
δ0(x)+

dx

4π
√
4− x2

δ0(y)+
1

2
δ0(x)δ0(y)

で与えられる．ただし，x + yi ∈ Cである．よって，
n → ∞とした場合，0の固有値，0以外の実数スペク
トル，0以外の虚数スペクトルがそれぞれ 1

2，1
4，1

4 で
分布することがわかる．

6 まとめ
本研究では同期条件の本質が振動子集団のモデルの
隣接行列であることがわかった．そこで，同期条件を
求めるためにはモデルのスペクトルを求める必要があ
ると考え，実際にManhattan積のモデルのスペクト
ルの一般式を求めた．本研究で扱った計算方法を応用
し，様々なモデルのスペクトルや同期条件を調べたい．
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