
三重対角ランダム行列のスペクトル極限分布とそのゆらぎ

橋本 明枝 (指導教員：吉田 裕亮)

1 はじめに

GOEとGUEの場合のゆらぎモーメントは三重対角
化することにより, 三重対角ランダム行列のゆらぎ公
式が援用できる. しかし, GOEと GUE以外の一般の
Gaussian 成分を持つ Wigner 行列では三重対角化を
して, 三重対角ランダム行列のゆらぎ公式を適用する
ことはできない.本研究では, GOEの三重対角化で得
られるタイプのランダム行列において, 対角成分と非
対角成分の分散の比 (後述の β ) が変化したときのゆ
らぎモーメントの挙動について考察した.

2 GOE行列とGUE行列

Wigner 実対称行列の典型的な例は, Gaussian or-
thogonal ensemble (GOE)である. GOE行列は, XN

を, Xij が独立な標準ガウス確率変数の実ランダム行
列として, 行列

TN =
1√
2
(XN + tXN )

で与えられる. GOE行列 TN = (Tij)において, 成分
Tij はそれぞれ平均 0, 分散 (1+ δij)の独立ガウス確率
変数である.

Wigner型エルミート行列の典型的な例は, Gaussian

unitary ensemble(GUE)である. GUE行列は, XN を,
Xij = Zij +

√
−1Wij において ZijとWij が独立な標

準ガウス確率変数であるエルミートランダム行列であ
るとして, 行列

SN =
1

2
(XN +X∗

N ).

で与えられる. GUE行列 SN = (Sij)で,成分 Sij(1 ≤
i < j ≤ N)はそれぞれ分散 1の複素ガウス確率変数
で, Sij(1 ≤ i ≤ N) は分散 1 の実ガウス確率変数で
ある.

GOE, GUEの極限分布
GOE( 1√

N
TN )と GUE( 1√

N
SN )のスケーリング極限

は, 同じ標準半円則になり、k次モーメント αkは以下
のようになる. すなわち,

αk =


1

m+ 1

2m

m

 if k = 2m (even),

0 if k = 2m+ 1 (odd),

偶数次 (2m次)モーメントはm次Catalan numberで
ある.

固有値同時分布
GOEの行列 Tn や GUEの行列 Sn について、固有
値同時分布は

1

Zn,β

∏
1≤i<j≤n

|xi − xj |β exp(−β

n∑
i

x2
i /2)

で与えられる.ただし, β = 1で GOE, β = 2で GUE,
Zn,β は規格化定数である.

3 三重対角モデル
三重対角ランダム行列モデル

1
√
β


N(0, 2) χβ

χβ N(0, 2) χ2β

χ2β N(0, 2) χ3β

. . .
. . .

. . .

χ(n−2)β N(0, 2) χ(n−1)β

χ(n−1)β N(0, 2)


の固有値同時分布は β = 1でGOE, β = 2でGUEと
一致する. すべての成分は独立で χr は自由度 r のカ
イ分布を表す.

近似モデル
上記の三重対角ランダム行列の近似モデルを (確定
的な行列)＋ (ランダムなゆらぎ) であると考えると,
1√
n
スケールの GOE,GUEの近似モデルが導かれる.

1
√
nβ



N(0, 2) χβ

χβ N(0, 2) χ2β

χ2β N(0, 2) χ3β

. . .
. . .

. . .

χ(n−2)β N(0, 2) χ(n−1)β

χ(n−1)β N(0, 2)



≈
1

√
n



0
√
1√

1 0
√
2

. . .
. . .

. . .

√
n−2 0

√
n−1√

n−1 0


+

1
√
nβ



X1 Y1

Y1 X2 Y2

. . .
. . .

. . .

Yn−2 Xn−1Yn−1

Yn−1 Xn


ただし, Xi ∼ N(0, 2) i.i.d., Yj ∼ N(0, 1/2) i.i.d.で
ある.

この近似値モデルを

F +
1√
nβ

G

とおくと,近似H ≈ F ＋ 1√
nβ

Gから, すべての解析関
数 hについて

tr(h(H)) ≈ tr(h(F ))＋
1√
βn

tr(h′(F )G)

が従う. 特に, hを単項式として

tr(Hk) ≈ tr(F k)＋
1√
βn

tr(kF k−1G)

を得る.
極限分布 (半円則)は, βに依らず, 確定的な部分によっ
て導かれる.

GUEとGOEのゆらぎの式
GUEと GOEのゆらぎは

αp,q =



2

β
· pq

2(p+ q)

p

p
2

q

q
2

 pと qは偶数,

2

β
· 2pq

p+ q

p− 1

p−1
2

q − 1

q−1
2

 pと qは奇数,

0 その他,



と β に依存して決まる (β = 1 で GOE, β = 2 で
GUE).

4 一般化された三重対角モデル
関数 f , gを, f, g : [0, 1] → Rで,∫ 1

0

f(x)ag(x)bdx

がすべての a, b ∈ Nで存在するような可積分関数とす
る. n ∈ Nについて, n× n型三重対角行列の決定的部
分 F を,

F =



f( 1
n
) g( 1

n
)

g( 1
n
) f( 2

n
) g( 1

n
)

g( 2
n
) f( 3

n
) g( 3

n
)

. . .
. . .

. . .

g(n−2
n

) f(n−1
n

) g(n−1
n

)

g(n−1
n

) f(n
n
)


.

非決定的部分Gを

G =



X1 Y1

Y1 X2 Y2

. . .
. . .

. . .

Yn−2 Xn−1 Yn−1

Yn−1 Xn


とする. ただし, Xi と Yj は,それぞれ
Var(Xi) = σ2 (0 ≤ i ≤ n),Var(Yj) = η2 (0 ≤ j ≤
n − 1) で互いに独立な平均 0の Guass確率変数であ
る.

極限分布のモーメントとゆらぎ
上記のような, より一般的な三重対角ランダム行列
モデル

M = F +
1√
n
G

について, 直交多項式の理論を三重対角行列 F に適用
すると, スペクトル極限分布の nモーメントは

αn =

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n

k, k, n− 2k

)∫ 1

0

f(x)n−2kg(x)2kdx

で与えられる.
また, ゆらぎモーメントは

αp,q = σ
2

{ ⌊ p
2
⌋−1∑

k=0

⌊ p
2
⌋−1∑

l=0

(p − 2k) (q − 2l)×

(
p

k, k, p − 2k

)(
q

l, l, q − 2k

)
×

∫ 1

0

f(x)
A(k,l)

g(x)
B(k,l)

dx

}

+ η
2

{ ⌊ p
2
⌋∑

k=0

⌊ p
2
⌋∑

l=0

4kl×

(
p

k, k, p − 2k

)(
q

l, l, q − 2k

)
×

∫ 1

0

f(x)
C(k,l)

g(x)
D(k,l)

dx

}
A(k, l) = p − 2k + q − 2l − 2, B(k, l) = 2k + 2l

C(k, l) = p − 2k + q − 2l, D(k, l) = 2k + 2l − 2

のようになることが知られている.(Dumitriu, Edel-
man) [2].

x ∈ [0, 1]について f(x) = 0, g(x) =
√
xで,分散が

σ2 = 2
β , η

2 = 1
2β の場合, 上記の式から β = 1でGOE,

β = 2で GUEのゆらぎがそれぞれ得られる.

Wigner型のゆらぎモーメントは, 三重対角化し, そ
の三重対角行列に GUEや GOEと同じようにゆらぎ
公式が適用できそうに思えるが, しかし, 残念なこと
に, 一般的の Gauss 型Wigner行列の三重対角化では,
その三重対角化された行列において, 成分が独立では
無く, 先のゆらぎ公式を用いてゆらぎモーメントを求
めることはできない.

5 三重対角ランダム行列の共分散
本研究では, GOE の三重対角化で得られるランダム
行列モデルでは, β の変化共に, 共分散行列の (奇数,

奇数) 成分のみ異なることを示した.
すなわち, 以下のように (奇数, 奇数)成分のみ, 共分
散構造が β 倍される.

lim
N→∞

N
2
Cov(GN,κ, GN,l)

=
1

β



2β 0 6β 0 20β 0 70β 0
0 4 0 16 0 60 0 224
6β 0 24β 0 90β 0 336β 0
0 16 0 72 0 288 0 1120

20β 0 90β 0 360β 0 1400β 0
0 60 0 288 0 1200 0 4800

70β 0 336β 0 1400β 0 5600β 0
0 224 0 1120 0 4800 0 19600


上記のことは, 三重対角ランダム行列のゆらぎモーメ
ントの公式からも導かれるのであるが, 数値計算にお
いては β が 10 を超えると理論値からのずれが大きく
なり, β が大きい場合, すなわち低温側での数値計算に
よる近似には使えないことが分かった.

(横軸 : Log[β の値], 縦軸 : Log[理論値からのずれ])

の plot

上記のグラフは (2, 2)成分での理論値からのずれの
グラフであるが, 他の成分も同じように β = 10付近か
らずれはじめることが数値計算の結果わかった.
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