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1 はじめに
グラフ理論において, 色数が与えられたときグラフ
が何通りに彩色できるか表す式を彩色多項式という.
本研究では一般的に知られている彩色多項式を, 分散
彩色における彩色多項式に拡張した.

グラフの彩色
隣接する頂点同士が同じ色にならないように全頂
点を塗ることを彩色という. 隣接する頂点とは,
同じ辺と接している頂点のことである.

分散彩色
距離 dまで違う色になるように塗る彩色を d-分散
彩色という.

彩色多項式
彩色多項式とは, 与えられたグラフを与えられた
色数内で彩色したときの彩色の組合せ数を表す式
である. 彩色多項式は P (G, t)で表され,グラフG
を t色で彩色したときの組合せ数である.

以下,グラフGを t色で距離 dまで違う色になるよう
に塗る塗り方の数を Pd(G, t)と表す (一般的な P (G, t)

をここでは P1(G, t)と表す).

2 基本となる定義と命題
定義 頂点集合 V (G), 辺集合E(G)のグラフGについ

て, グラフの各頂点に色番号を割り当てる関数

c : V (G) → C = {1, 2, · · · , k}

が「xy ∈ E(G)ならば c(x) ̸= c(y)」を満たすと
き, cを Gの彩色または k彩色という.

定義 グラフ Gの彩色 c : V (G) → C = {1, 2, · · · , k}
について

cd(c) ≡ min{d(x, y)|c(x) = c(y), x ̸= y}

を彩色距離という.

定義 彩色距離が cd(c) > dを満たす彩色が存在するた
めに必要な色数の最小値

χd(G) ≡

min{k|Gに cd(c) > dを満たす k−彩色 cが存在 }

を Gの d-分散彩色数と呼び, χd で表す.

命題 グラフ Gの d-分散彩色数は, Gの距離 d以下の
頂点間を辺で結んだグラフGdの彩色数と等しい.

つまり, グラフ Gd を

V (Gd) = V (G)

E(Gd) = {xy|x, y ∈ V (G), dG(x, y) ≤ d}

で定義されるグラフとすると,

χd(G) = χ(Gd)

を満たす.

命題 グラフ Gから辺 eを削除して得られるグラフを
G− eとし, 縮約して得られるグラフを G/eとし
たとき

P1(G, t) = P1(G− e, t)− P1(G/e, t) (1)

命題 グラフGのある頂点 vが部分グラフHの全ての
頂点と隣接しているなら

P1(G, t) = t · P1(H, t− 1) (2)

3 彩色多項式

3.1 完全グラフの彩色多項式

完全グラフの彩色多項式について以下が知られてい
る.

定理� �
n個の頂点を持つ完全グラフをKn とすると

P1(Kn, t) = t(t− 1) · · · (t− (n− 1)) (3)� �
証明
ある頂点 x1 は t色の中から任意に選ぶことが出来
る. 次の頂点 x2は x1にぬった 1色以外の t−1色から
任意に選ぶことが出来る. 次の頂点 x3 は x1 と x2 に
ぬった 2色以外の t− 2色から任意に選ぶことが出来
る. 他も同様にすると, (3)式が成り立つ.

完全グラフの d-分散彩色多項式について以下の結果
が得られた.

定理� �
n個の頂点を持つ完全グラフをKnとすると, Kn

の d-分散彩色多項式は

Pd(Kn, t) = t(t− 1) · · · (t− (n− 1)) (4)� �
証明
完全グラフKnでは全ての頂点が隣接しているため,

d ≥ 2の場合, 距離 d離れた頂点同士に新しく辺を付
け加える必要がない. 従って完全グラフKnの d-分散
彩色の彩色多項式は (3)式と同じになる.

3.2 木の彩色多項式

木の彩色多項式について以下が知られている.

定理� �
n個の頂点を持つ木 T を Tn とすると

P1(Tn, t) = t(t− 1)n−1 (5)� �
証明
まず, ある頂点 x1 の色を t色の中から任意に選ぶ.
次からはそれまでに選んだどれかの点に隣接する点を



塗る. 木にはサイクルがないため, 2つ目以降のどの点
も 1つだけ既に着色された点が隣接しているので t−1
色の候補から選んで塗ることができる. 従って (5)式
が成り立つ.

これを d-分散彩色における彩色多項式に一般化する
場合, d-分散彩色の彩色数が最大次数によって異なる
ことに注意する. ここでは木のなかでも以下のような
特殊な場合についての一般化について示す.

定理� �
n個の頂点を持つパス Lを Lnとすると d-分散彩
色での彩色多項式は

Pd(Ln, t) ={
t(t− 1) . . . (t− (n− 1)) (n ≤ d+ 1)

t(t− 1) . . . (t− (d− 1))(t− d)n−d (n > d+ 1)� �
証明
n ≤ d + 1 のとき, 距離 d 離れた頂点同士を結
ぶと完全グラフになるので, (4) 式の証明と同じにな
る. n > d + 1 のとき, パスの頂点を端から順に
x1, x2, · · · , xd, · · · , xn としこの順に塗る. まず最初
の頂点 x1 は t色から任意に選ぶことができる. 次に
2 ≤ i ≤ dについては xiの色は t− (i− 1)色から選ぶ
ことができる. 残りの点 xd+1, · · · , xn は, 前の d個の
頂点に塗った色以外の t − d色の中から任意に選ぶこ
とが出来る. 従って,

t(t− 1) . . . (t− (d− 1))(t− d)n−d

となる.

定理� �
n個の頂点を持つ星グラフ Sを Snとすると d-分

散彩色での彩色多項式は

Pd(Sn, t) ={
t(t− 1)n−1 (d = 1)

t(t− 1) · · · (t− (n− 1)) (d ≥ 2)� �
証明
d = 1のとき, (5)式の証明と同じである. d ≥ 2の
とき, 距離 d離れた頂点に新しく辺をつけ加えると完
全グラフKn になる. 従って (4)式と同じになる.

3.3 サイクルの彩色多項式

サイクルの彩色多項式について以下が知られている.

定理� �
n個の頂点を持つサイクル C を Cn とすると

P1(Cn, t) = (t− 1)n + (−1)n(t− 1) (6)� �
証明
頂点の数の帰納法で証明する. n = 3なら C3 は完
全グラフ K3 で, P1(C3, t) = t(t − 1)(t − 2) = (t −
1)3 − (t − 1)となる. n > 3のとき, 辺を取り除くこ
とで木になり, 彩色多項式は t(t − 1)n−1 になる. そ
して縮約は n− 1頂点のサイクルを与える. 帰納法の

仮定より n− 1頂点で成り立つとすると彩色多項式は
(t−1)n−1− (−1)n(t−1)となる. それゆえ, (1)式より

P1(Cd, t) = t(t− 1)n−1 − {(t− 1)n−1 + (−1)n−1(t− 1)}

= (t− 1)(t− 1)n−1 + (−1)n(t− 1)

= (t− 1)n + (−1)n(t− 1)

となる.

3.4 ホイールの彩色多項式

ホイールの彩色多項式について以下が知られている.

定理� �
n個頂点をもつホイールWn の彩色多項式は

P1(Wn, t) = t(t− 2){(t− 2)n−2+(−1)n−1} (7)� �
証明
(2) 式において, n 個頂点をもつホイール Wn の中
心の頂点を x とし, x 以外の頂点から成る n − 1 個
の頂点のサイクル Cn−1 を部分グラフ H とすると,
P1(Wn, t) = t · P1(Cn−1, t− 1)となる. ここで, (6)式
において n → n − 1, t → t − 1に置き換えて代入す
ると,

P1(Wn, t) = t · P1(Cn−1, t− 1)

= t · {((t− 1)− 1)n−1 + (−1)n−1((t− 1)− 1)}

= t(t− 2){(t− 2)n−2 + (−1)n−1}

となる.

ホイールの分散彩色多項式について以下の結果が得

られた.

定理� �
n個の頂点をもつホイールWnの d-分散彩色の彩

色多項式は

Pd(Wn, t) ={
t(t− 2){(t− 2)n−2 + (−1)n−1} (d = 1)

t(t− 1) · · · (t− (n− 1)) (d ≥ 2)� �
証明

d = 1のとき (7)式の証明と同じである. d = 2で非

隣接な頂点をつなぐとホイールWn は完全グラフKn

になる. 従って, d ≥ 2の d-分散彩色での彩色多項式

は (4)式と同じになる.

4 まとめと今後の課題

いくつかの特別なグラフについて, d-分散彩色多項

式を求めた. 今後はより一般的なグラフについての d-

分散彩色多項式を求めたい.
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