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1 はじめに

継続とは，計算のある時点における残りの計算を表
す．対称ラムダ計算 (Symmetric Lambda Calculus，以
下 SLC)とは，項と継続が対称になっており，項を扱
うのと同様に継続を扱うことができる計算体系である．
1989年に Filinskiによって初めて提唱され [1]，阪上ら
によって small-step semanticsで定式化し直された [2]．
また，上田ら [3]によって，種々の性質が示されつつ
ある．本稿では，これまでに示されてきた SLCの性質
の正しさを裏付けする一手法として，定理証明系 Coq
による定式化を試みている．

具体的には，上田らによる非決定性 SLCの syntax，
types，typing rule，reduction ruleをCoqで定義し，型付
きの言語が正当であるために必要な性質の１つである
preservationの証明を定式化した．次に，call-by-value
SLCの停止性を示すため，値，項，関数，継続のそれ
ぞれが停止するという論理述語を定義し，論理関係の
手法によるこの証明が Coqによって定式化可能である
かを検証している．

2 非決定性 SLC
本稿で定式化した非決定性 SLCについて述べる．

2.1 Syntax
項 e F n | x | e ↑ f |d f e
関数 f F g | p ⇒ e |c ⇐ q | e | c
継続 c F • | y | f ↓ c | b f c
項のパターン p F x | dge
継続のパターン q F y | bgc

SLCでは項，関数，継続の３つを組み合わせて計算
状態を表しており，それらは相互に再帰する構造になっ
ている．項についての λ抽象を表す p⇒ e，継続につ
いての λ抽象を表す c ⇐ qに現れる p, qは束縛変数
に相当し，項（継続）型の変数または項（継続）とし
て扱う関数型の変数になる．
本稿では，まず p, qをデータ型として定義し，それ
を用いて e, f , cを相互再帰させる形で定義している．

2.2 Types

T F +A (types of expressions e)
| A ⊃ B (types of functions f )
| ¬B (types of continuations c)

A, B F ⊥ | > | int | A ∧ B | A ∨ B | A→ B | A − B

SLCでは，型も e, f , cそれぞれについて定義されて
いる．A, Bは neutral typeとし，３つの型をより細分
化する．例えば，項として扱う関数 d f eは，型規則に
よると+(A→ B)のように表される．本稿では，e, f , c
の型と neutral typeを互いに相互再帰するデータ型とし
て定義し，次に述べる型規則を，項型・関数型・継続型
が相互再帰する，Prop型を返す述語として定義した．

2.3 Typing rule
本稿で定式化した SLCの型規則を一部抜粋する．

Γg ∪ {g : A ⊃ B} ` g : A ⊃ B
TFVar

Γx ∪ {x : +A} ` x : +A
TVar

Γy ∪ {y : ¬B} ` y : ¬B TVar

Γ `x x : +A Γ ` e : +B
Γx ` x⇐ e : A ⊃ B

TFun1
Γ ` c : ¬A Γ `y y : ¬B

Γy ` c⇒ y : A ⊃ B TFun1

Γ ` e : +A Γ ` f : A ⊃ B
Γ ` e ↑ f : +B

TApp
Γ ` f : A ⊃ B Γ ` c : ¬B

Γ ` c ↓ f : ¬B TApp

` e : +A c : ¬A
` 〈e | c〉 TProg1

` e : +A ` f : A ⊃ B c : ¬B
` 〈e | f | c〉 TProg2

型付け規則も項と継続が対称形を成すように定義さ
れている．ある SLC式に型がつくということは，それ
を構成する e, f , c すべてに型がつくということで表
現される．

SLCでは，環境は上記のように１つであり，Γには
項，関数，継続すべての変数が定義されているが，Coq
による定式化にあたり，環境は項，関数，継続それぞ
れについて１つずつ用意した．これにより定式化の複
雑さが緩和されている．なお，本稿において Γx の表
記は，環境の中から xの束縛を除いてあることを意味
する．また，2.5節に記した各種の定理・補題の証明
を定式化する際，簡約等の操作の前後における環境の
中身を比較する必要があったため，変数は EVar（項の
変数を表す）等のタグを付けた自然数で表し，昇順に
なるように定義している．

2.4 reduction rule
small-step semanticsによる表記．

(begin) e : +int { 〈 e| • 〉
(pop) 〈e ↑ f | c〉 { 〈e | f | c〉
(push) 〈e | f | c〉 { 〈e | f ↓ c〉
(exc) 〈e | e′ | c〉 { 〈e′ | (dge ⇒ e ↑ g) ↓ c〉
(βR1) 〈e | x ⇒ e′ | c〉 { 〈e′[R~x� 7→ e]| c〉
(βR2) 〈e | dge ⇒ e′ | c〉 { 〈e′[R~dge� 7→ e]| c〉
(βR1) 〈e | c′ ⇐ y | c〉 { 〈e| c′[R~y� 7→ c]〉
(βR2) 〈e | c′ ⇐ bgc | c〉 { 〈e| c′[R~bgc� 7→ c]〉
(exc) 〈e | c′ | c〉 { 〈e ↑ (g ↓ c⇐ bgc)| c′〉
(push) 〈e | f | c〉 { 〈e ↑ f | c〉
(pop) 〈e | f ↓ c〉 { 〈e | f | c〉
(end) 〈n | • 〉 { n

簡約規則は，SLCの計算状態を２つ受け取り Prop型
を返す述語として定義した．

2.5 定理・補題

補題 2.1 (weakening)（継続については省略）

Γx ` e : +T
Γx ∪ {x : +A} ` e : +T

Γg ` f : T1 ⊃ T2

Γg ∪ {g : A ⊃ B} ` f : T1 ⊃ T2

証明　 e, f , cの型の導出に関する mutual recursionに
よる．

補題 2.2 (項に関する代入補題)
Γx ∪ {x : +A} ` e : +T0, f : T1 ⊃ T2, c : ¬T3 のと
き，` e′ : +Aならば Γx ` e[e′/x] : +T0, f [e′/x] : T1 ⊃
T2, c[e′/x] : ¬T3．



証明　 e, f , cの型の導出に関する mutual recursionに
よる．

補題 2.1および 2.2を用いて，以下の定理が証明で
きる．

定理 2.1 (Preservation)
SLC 式 〈. . . 〉1 について，` 〈. . . 〉1 が成り立つとき，
〈. . . 〉1 { 〈. . . 〉2 ならば，` 〈. . . 〉2 である．

証明　簡約規則についての場合分けによる．

定理 2.1の証明が Coqによって定式化可能であるこ
とが示されたことにより，非決定性 SLCが well-typed
な言語であることを保証する１要素が得られた．

3 call-by-value SLC
前節で定義した SLCに call-by-value評価戦略を導入
する．これによって，ある SLC式の簡約結果は一意に
定まることになる．

はじめに構文について述べる．call-by-valueでは，関
数に渡される引数はすべて値になるまで簡約されてから
渡される．よって，構文には値 vが導入され，v, e, f , c
の４つが相互再帰するデータ型へと変更した．非決定
性 SLCでは項として扱われていた自然数 n，変数 x，
項型の関数 d f eが値として扱われるようになり，さら
に context [v ↑ (g ↓ c ⇐ bgc)]が値として新たに定義さ
れている．

次に，簡約規則の変更点であるが，call-by-valueで
は，引数は β簡約の前に評価されているはずであるか
ら，SLCの簡約規則もそれに従い変更される．例えば，
非決定性 SLCの簡約規則のひとつである (exc)は，項
の部分が値の形をしていなければ適用されなくなる，
という具合である．
また，構文に contextが追加されたことに伴い，簡約
規則にもそれに関する規則が追加されている．

3.1 定理・補題・系

定義 3.1 （CBV SLCの停止性論理述語）
call-by-value SLCにおいて，停止性を示す論理述語
は以下のようになっている．

1. (a) Rv
+int(n)は自明

(b) Rv
+(A→B)(d f e) ⇐⇒ R f

A⊃B( f )

(c) Rv
+(A−B)([v ↑ (g ↓ c⇐ bgc)])

⇐⇒ Rv
+A(v)かつ Rc

¬B(c)

2. Re
+T (e) ⇐⇒ ∀Rc

¬T (c).〈e | c〉{∗ n

3. R f
A⊃B( f ) ⇐⇒ ∀Rv

+A(v).∀Rc
¬B(c).〈v | f | c〉{∗ n

4. Rc
¬T (c) ⇐⇒ ∀Rv

+T (v).〈v | c〉{∗ n

本稿では，定義 3.1の Coqによる定式化が可能であ
るかを検証している．上田らによってその正当性は十
分に検証されているが，定義が複雑なため，定理証明
器による定式化が実現されれば，その正当性がより強
力に保証されることになる．
定義 3.1は型に関する論理述語によるため，ある述
語を定義する述語は，もとの述語よりも小さな型に関
するものでなければならない．しかし，定義 3.1.1～4
は互いに再帰する形で記されており，例えば 3.1.2の

+T 型の項についての論理述語は，¬T 型が +T 型より
も小さな型でなければ，停止性を表す述語として適当
であると言えない．
一方 Coqでは，停止することが保証されない定義は
定式化することができないようになっている．つまり，
定義 3.1を Coqによって定式化し，次に述べる主定理
の証明を Coq上で行うことができれば，CBV SLCの
停止性を保証することが可能となる．

3.2 CBV SLCの停止性
定理 3.1 (Termination)
Γ = xi : +Ti, y j : ¬T j, gk : Ak ⊃ Bk

であり，Rv
+Ti

(vi), Rc
¬T j

(c), R f
Ak⊃Bk

( fk) について，ρ =
[vi/xi, c j/y j, fk/gk]とする．このとき，以下が成り立つ．

1. Γ ` v : +T ⇒ Rv
+T (vρ)

2. Γ ` e : +T ⇒ Re
+T (eρ)

3. Γ ` f : A ⊃ B⇒ R f
A⊃B( fρ)

4. Γ ` c : ¬T ⇒ Rc
¬T (cρ)

系 3.1 (Normalization)
call-by-value SLCにおいて，̀ e : +intならば，e{∗ n
であるような nが一意に存在する．

4 まとめと今後の課題

項と継続を同じように扱うことが可能である対称ラ
ムダ計算のCoqによる定式化を試みた．非決定性 SLC
については，定理 2.1および定理 2.2の証明の定式化
を行い，SLCが well-typedな言語であることを保証す
る条件の１つを得た．
また，非決定性 SLCを，評価戦略 call-by-valueを導
入した call-by-value SLCに書き換え，停止性論理述語
の定式化を試みた．

今後の課題としては，CBV SLCの停止性論理述語
の定式化手法の検討が第一に挙げられる．
定義 3.1は，値，項，関数，継続についての論理述
語が非常に複雑な相互再帰によって定義されている．
単純型付きラムダ計算とは異なり，SLCでは常に項と
継続の２つ組，または項，関数，継続の３つ組で計算
状態が表されるため，簡約が行われる際のそれらの状
態遷移の関係を含めて正しく定式化しなければならな
い．ただし，定義 3.1の定式化さえ実現できれば，定
理 3.1の証明を定式化することは可能であると予測さ
れる．
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