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1 はじめに
高血圧や糖尿病などにより動脈硬化が進行すると,網
膜動脈閉塞症となる. この症状により網膜全体に血液
を巡らせることができなくなるため, 虚血領域が生じ,

細胞が壊死することで視野欠損や視力低下が引き起こ
される. 処置が遅れると, 異常な血管新生が行われ, 細
くもろい血管が生じることにより硝子体出血も起こり
得る [1]. これらの症状は早期治療により軽減できる.

生物の発生段階で見られる生理的な血管新生を扱い,

正常な血管網の特徴を捉えることで, 異常な血管の早
期発見に貢献したいというのが本研究の動機である．
血管網では,分岐前後の管径に rn0 = rn1 +rn2 の関係が
あり, nは 3に近いことが知られている. Thompson[2]

によると血管の分岐構造の特徴として以下の 3点があ
げられる.

1. 分岐後の 2本の血管の断面積が等しい (すなわち
rB1 = rB2)とき, 分岐角は等しい (θ1 = θ2).

2. 分岐後の 2本の枝の断面積が小さい方の (rB1 <

rB2 を仮定すると半径 rB1 を持つ)血管の分岐角
はもう一方の (半径 rB2 を持つ)血管の分岐角よ
り大きい (θ1 > θ2).

3. 分岐後の血管の断面積の総和 (πr2B1 + πr2B2)は分
岐前の血管の断面積 (πr20B)よりも大きい.

Murrayは血管流に伴うエネルギー散逸と血液量の線
形和をコスト関数として, 最小化すると r30 = r31 + r32
の関係が得られることを示した [3]. また, コストが最
小化されたネットワークを分岐角の観点から考察して
いる [4]. 本研究の目的は, これらの特徴を有した最適
なネットワークを自己組織的に形成するモデルを提案
することである. 本研究では血管の管径のダイナミク
スを, このコスト関数に対する勾配系として与えた. 1

つの流入口と複数の流出口を設定した場合について自
己組織的に最適化されたネットワーク探索を行った.

図 1: 分岐角の定義

2 手老らによる粘菌の数理モデル
迷路全体に粘菌を置き, 迷路の入口と出口に餌を置
く. すると時間経過とともに, 迷路内の袋小路にいる
粘菌から撤退し始め, 最短経路以外に広がっていた粘
菌は縮小し, 最短経路に粘菌が集まり太くなる.

この数理モデルが手老らによって提案された [5]. 迷
路をグラフに見立てる. node iに対して, 系の外部か

らの流入量 Ii と圧力 Pi を, node i から node j への
linkすなわち link ij に対して, フラックス Qij , 長さ
Lij , 半径 rij , 半径の 4乗に比例する変数 Cij を定義す
る. ここでフラックスとは, 単位時間あたりに単位面
積を通る総流量である. 粘性のある流体に適用できる
Hagen-Poiseuilleの法則よりQij =

Cij

Lij
(Pi −Pj)が成

り立つ. これはフラックスが, linkのコンダクタンスと
2 node間の圧力差に比例することを表す. また, node

iからの流出量は系の外部から node iへの流入量と等
しいという流量保存則から

∑
j

Qij = Ii が成り立つ.

ネットワークの時間発展方程式は以下の式で与える.

Ċij =
|Qij |µ

1 + |Qij |µ
− Cij µ : 非線形性の強度

本研究では, このネットワークの時間発展方程式を変
更する.

3 2つの流出口の勾配モデル
Murrayのモデル [3][4]を参考にする. もっとも単純
な設定として, 図 1のように 4個の nodeと 3本の link

で構成されるネットワークを用意し, node 0から血液
が流入し, node 1と node 2から血液が流出する系を
考える. Murrayはエネルギー散逸と体積の線形和が
最小となる r0B , rB1, rB2, 3本の linkの長さを体積に
着目して定めたネットワークに対して, θ1+θ2と

rB1

rB2
,

θ1と
rB1

r0B
の関係を調べている. 本研究ではエネルギー

散逸と体積の線形和をコスト H として, コストが最
小となるように血管の管径と分岐点の位置が決まると
し, ネットワークのダイナミクスを以下のように定め
た. link ij のエネルギー散逸を Eij , 体積に比例する
量を Vij , コンダクタンスDij =

r4ij
Lij
として,

H =
∑
i,j

(Eij + κVij) =
∑
i,j

(
Q2

ij

Dij
+ κLijr

2
ij

)

ṙ0B = − ∂H

∂r0B
ṙB1 = − ∂H

∂rB1
ṙB2 = − ∂H

∂rB2

ẋ = −∂H

∂x
ẏ = −∂H

∂y
(勾配モデル)

勾配モデルにより得られた最適なネットワークについて
考える. ṙij = 0よりQij ∝ r3ijであり, node Bからの血
液の流出も血液の流入もないので, Q0B = QB1 +QB2

から r30B = r3B1 + r3B2 が言える. rB1 > 0, rB2 > 0と
して良いので, これは Thompsonの血管の分岐構造の
特徴 3と一致する. このことは, ẋ = 0 を解くと得られ
る r20B = r2B1 cos θ1 + r2B2 cos θ2 からも言える. また,

ẏ = 0より,
r2B1

sin θ2
=

r2B2

sin θ1
が言える. 0 < θ1 <

π

2
,

0 < θ2 <
π

2
を仮定して良いので, rB1 = rB2 ならば

θ1 = θ2, rB1 < rB2ならば θ1 > θ2であり, Thompson

の血管の分岐構造の特徴 1, 2と一致する.
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4 多数の流出口の勾配モデル
先のモデルではコストが最小となるような分岐点を
勾配系によって求めたが, 多数の流出口が存在する場
合には分岐点も多数存在するため, それぞれの分岐点
について勾配モデルで最適な解を見つけるのは現実的
ではない. そこで, 多数の流出口が存在する場合の最
適なネットワークを自己組織的に形成する勾配モデル
を提案する. 血流のモデルは, Hagen-Poiseuille の法
則と流量保存則を用いる. コスト関数は 2 つの流出
口の勾配モデルと同様とする. コストが減少するよう
に血管の管径が自発的に変化することを明示的にし,

ṙij = − ∂H
∂rij
とした. 生物は発生段階が進むにつれて

未分化な毛細血管から動脈, 分化した毛細血管, 静脈が
形成される [6]. このことから初期条件を未分化な毛細
血管に見立てた歪めた六角格子とし, 系の中心 (視神経
乳頭にあたる)を血液の流入口, 系の周囲を血液の流出
口とした. 結果の表示上, 半径が本研究で定める閾値
を下回る血管は取り除き、閾値以上の血管を以降動脈
と呼ぶことにする. なお, シミュレーション時間 T は
T = 6000とした.
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図 2: ネットワークのコスト
H の時系列. t ≥ 10 でもコス
ト H に変化は見られない.

図 3: 定常状態. node の色は
圧力 (赤は高圧力, 青は低圧力)
を表す.

定常状態の動脈ネットワーク (図 3)を見ても, 不要と
思われる動脈が数多く存在し, 最適化されていない. こ
れは最適化を行うために血管の管径の変化によりネッ
トワークのコストH が小さくなることしか許さず, 局
所解に陥ったためと考えられる. そこで, 最適化を行
うために血管の管径の変化によりネットワークのコス
トH が大きくなることも許し, 最終的に最適解が得ら
れることを目指す. アニーリング法を用いたノイズを
血管の管径のダイナミクスに導入する. 0 < t < 5000

では時間経過とともに線形に減少するノイズ強度 µ =

µ0
(T−1000)−t

T (系の安定化のために 5000 ≤ t < T では
µ = 0)を用いて, ṙij = − ∂H

∂rij
+ µξij(t)とする. ここ

で, ξij(t)は一様ノイズである. 初期のノイズ強度 µ0

を変更して実行したが, いずれも定常状態ではより最
適化されたネットワークが得られた (図 7).

5 まとめと今後の課題
座標を与えた 1つの流入口に対して 2つの流出口が
ある場合には最適な分岐点の位置と分岐角について唯
一の最適解が見つけられた. 一方で多数の流出口が存
在する場合にはそれぞれの分岐点の位置の最適解を求
めるのは現実的ではないため, 血管の管径のダイナミ
クスを勾配モデルで与えると複数の局所解が存在し,

ノイズを導入すると最適解が得られた.

今後の課題としては, 血管ネットワークの形状や分
岐の特徴から最適性がわかる指標を見つけることがあ
げられる. また, 生理的な場合の新生血管と病的な場
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H の時系列. µ0 = 0.3

図 5: µ0 = 0.3 での定常状
態. node の色は圧力 (赤は高圧
力, 青は低圧力) を表す.
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µ0 = 0.3
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図 7: 1 つの初期ノイズ強度
µ0 に対して 10 サンプルずつ実
行した結果

合の新生血管の特徴の比較を行い双方を再現するモデ
ルの構築を目指したい.
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