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1 はじめに
本研究は、グラフの最短経路を求めるダイクストラの
アルゴリズムの正当性について、定理証明系言語Agda
で証明を行ったものである。
Agdaは、型チェックを用いて任意の論理式の証明を
行うことのできるプログラミング言語である。Agdaは
依存型を用いていて、関数やデータ型に証明を持たせる
ことができる。このような証明を internal verification
という。これに対し、関数やデータ型とは別の部分で
証明を行うものを external verificationという。
ダイクストラのアルゴリズムの機械による証明の先
行研究は、Mizal[1]や ACL2[2]、ダイクストラのアル
ゴリズムをより拡張させた Floydのアルゴリズムの証
明では Coqなどがある。しかし、Agdaによる証明は
なかったため、ACL2の論文を参考にして Agdaで証
明を行った。ACL2は依存型を用いていない言語であ
るため、証明は全て externalだったが、本研究では、
証明を internalに行う。

2 ダイクストラのアルゴリズム
ダイクストラのアルゴリズム [3]について説明する。
グラフは有向グラフで、辺の長さは非負であるとする。
ダイクストラのアルゴリズムでは、頂点に、始点からの
パスとその長さを持たせ、最短経路が確定した頂点を
確定リスト、未確定の頂点を未確定リストに格納する。
アルゴリズムは主に以下の２つの段階に分けられる。

• 未確定リストに含まれる頂点の中から、持ってい
るパスの長さが最も短いものを探す (分離)

• 最短であった頂点から繋がっている頂点について、
未確定リストに含まれているものの持つパスの長
さと、最短点を通るパスの長さを比較し、短い方
に更新する。(更新)

以上の計算を終えたら、最短であった頂点を未確定リ
ストから確定リストに移動させ、新しい確定リストと
未確定リストで分離、更新を繰り返す。初期状態は、
全ての頂点が未確定リストに含まれていて、確定リス
トは空の状態であり、始点と終点を入力として与える。
未確定リストが空になったら終了し、確定リストから
終点を探して終点が持つパスを返す。
ダイクストラのアルゴリズムの証明の要点は、未確
定リストから確定リストに移動する頂点が、最短経路
を持っていることを証明することである。アルゴリズ
ム終了時には、全ての頂点が確定リストに移動した状
態となるため、上記が示されれば終点が持つパスがグ
ラフにおいて最短であることが証明される。
証明の説明をする。移動する頂点を v、vが持ってい
るパスを pとする。pはアルゴリズムから、v 以外の
頂点は全て確定リストに含まれていることが分かる。
ここで、始点から vまでの任意のパス p′について考え
る。vがまだ未確定リストに含まれることから、p′に
は必ず、初めて確定リストに含まれない頂点となる部
分が存在し、その頂点を uとする。始点から uまでの

パスを qとする。辺の長さは非負なので、uから vま
でのパスは０以上である。また、vと uは未確定リス
トに含まれる頂点であり、vは未確定リストに含まれ
る頂点の中で最もパスの長さが短いものである。した
がって、q は pより長く、uから v までのパスの長さ
が０以上であることから、p′は pより長いことがわか
る。以上より、vまでのパスにおいて pが最短である
ことが示された。

3 データ型の定義
本研究では、グラフは無向グラフで、辺に自然数の
重みを持つものとしている。無向グラフにした理由は、
実際の交通機関などの最短経路を求めたいと思った場
合、どちらの向きにも移動できるのが一般的だからで
ある。また、二点間で辺の繋がっていない部分は長さ
infinityの辺を持っていると扱うことで、任意の二点間
に必ずパスが存在するようにした。データ型に証明を
持たせることで internalに証明を行っていく。以下、
証明におけるデータ型の定義を示す。
グラフの型定義は以下の通りである。

graph : N → Set

graph n = List (Fin n × Fin n × path-l)

グラフは、頂点数を表す自然数 nを受け取り、二頂点
とそれらを結ぶ辺の長さの組のリストとして定義した。
型 Fin nとは、0から n− 1までの自然数の集合を表
していて、頂点の型を Fin n とすることで、頂点数
より大きい自然数を頂点が持つ場合を排除でき、頂点
がグラフに含まれていることを表すことができる。型
path-lは、infinityか自然数かを表すパスの長さの型
である。
パスの型定義は以下の通りである。

data path-t (n : N) (g : graph n)

: Fin n → Fin n → Set where

vertex : ∀ (x : Fin n) → path-t n g x x

path : {a : Fin n} → {b : Fin n}

→ (p : path-t n g a b)

→ (x : Fin n) → path-t n g a x

パスは、頂点数、グラフ、始点、終点を引数として持
ち、ただ一つの頂点 xからなる vertex、パス pと頂
点 xを受け取り、新しいパスを返す pathの二つのコ
ンストラクタでできている。パスの定義内で、始点と
終点が明示されていて、またパスはグラフに含まれて
いることが表されている。
確定リストの型定義は以下の通りである。

data fs-t (n : N) (g : graph n) (a : Fin n)

: N → Set where

empty-fs : fs-t n g a zero

fs’ : ∀ {l : N}

→ (b : Fin n) -- 含まれる頂点
→ (b-p : path-t n g a b)

-- bが持つ最短経路
→ (rest : fs-t n g a l)

→ in-fs? b-p rest ≡ true -- (a)

→ saitan-fs? g b-p -- (b)
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→ fs-t n g a (suc l)

確定リストは、空リストとして empty-fs、fsに頂点
を付け加えたものとして fs’の二つのコンストラクタ
でできている。(a)は、パス b-pが頂点 b以外は全て
restに含まれている頂点から成ることの証明である。
(b)は、パス b-pがグラフにおいて最短である証明で
ある。このように、確定リストにおいて最短である証
明を持つことで、アルゴリズムが終了した段階で証明
を持った最短経路が得られていることになる。
未確定リストの型定義は以下の通りである。

data ts-t {n l : N} {a : Fin n}

(g : graph n) (fs : fs-t n g a l)

: N → Set where

empty-ts : ts-t g fs’ zero

ts’ : ∀ {m : N} (rest : ts-t g fs m)

→ (v : Fin n) -- 含まれる頂点
→ (v-p : path-t n g a v)

-- vが持つパス
→ in-fs? v-p fs ≡ true -- (c)

→ saitan-ts fs v-p -- (d)

→ identity-ts rest v -- (e)

→ ts-t g fs (suc m)

未確定リストは、引数として確定リストを受け取り、
空リストとして empty-ts、tsに頂点を付け加えたも
のとして ts’の二つのコンストラクタでできている。
未確定リストも確定リストと同じく証明を持っている。
(c)は、パス v-pが頂点 v以外は全て引数で受け取っ
た確定リストに含まれている証明である。(d)は、パ
ス v-pが引数で受け取った確定リストにおいて最短で
ある証明である。(e)は、restに、頂点 vと等しい頂
点は含まれていないことの証明である。

4 証明
証明について説明する。本研究では、アルゴリズム
の証明を internalに行うため、アルゴリズムを行う関
数内で同時に証明も行っている。2章より、アルゴリ
ズムを行う関数も大きく二つに分けて説明する。以下、
関数について説明するが、関数内における証明には p1

などの変数名を付けている。
まず、未確定リストからパスの長さが最短である頂
点を分離する関数について説明する。以下、この関数
を分離関数と呼ぶ。分離関数は、未確定リスト tsを
受け取ったら、含まれる頂点について一つずつパスの
長さを調べ、最短の頂点 shortestと、それを削除し
た未確定リスト rest-ts を返す。しかし、後に確定
リストへ shortestを移動することになるが、その際
shortestが持つパスがグラフにおいて最短であること
を証明する必要が出てくる。そのために必要な証明を
この関数でも行うことになるが、それは後で説明する。
次に、分離された頂点から繋がった未確定リストの頂
点についてパスを更新し、分離された頂点を確定リス
トに追加する関数について説明する。以下、この関数
を更新関数と呼ぶ。更新関数の型は以下の通りである。
koushin : {n l l’ : N} → (g : graph n)

→ (a : Fin n) → (v : Fin n)

→ (v-p : path-t n g a v)

→ v-p-pf → (fs : fs-t n g a l)

→ (ts : ts-t g fs l’)

→ p1 → p2 → p3 → p4

→ (k-ts : ts-t g (add v fs) l’)

× p1’ × p2’

更新関数では、未確定リスト tsの頂点がもともと持っ
ているパスの長さと、分離点 vが持つパスに tsの頂点
を加えたパスの長さを比較して、短い方に更新した未
確定リスト k-tsを返し、addを使って vを確定リスト
fsに追加する。v-p-pfは、vのパス v-pについて成
り立つ証明を表している。3節より、確定リストに頂
点を追加する際には、その頂点が持つパスがグラフに
おいて最短であることを証明しなければならない。そ
のため addにおいてその証明を行う。証明は、2節の
内容と同じことを行う。この時、任意のパスを、初め
て fsに含まれない頂点になる部分で分割するが、任
意のパスが必ず分割できることを保証するために、始
点が fsに含まれている証明と、vが fsに含まれてい
ない証明が必要となる。これは、関数の引数の p3、p4
で受け取っている。さらに、vが fsに含まれていな
いことを示すためには、tsと fsに共通する要素がな
く、かつ全ての頂点が ts、もしくは fsに含まれてい
るか vでなければならない。この証明は、fsに含ま
れていなければ tsに含まれているか vである証明と
その逆として、関数では p1、p2として与えられてい
る。この証明を行うため、未確定リストにおいて頂点
が重複しない証明を持たせている。頂点が重複しない
ことは、紙で証明を行う場合は暗黙で成り立っている
ものだが、Agdaは任意の未確定リストについて証明
を行うので、頂点が唯一であることも証明として与え
なければならない。また、更新関数によって確定リス
ト、未確定リスト共に型が変化するため、p1、p2の証
明も更新しなければならないので、更新して p1’、p2’
を返している。
分離関数でも、証明を行う必要がある。tsと fsに
共通する要素がない証明は、分離関数でも更新する必
要があるので、それを行っている。
上記の関数は、証明部分を抜かせば単にアルゴリズ
ムの計算を行う関数であることがわかる。これが、in-

ternalに証明するということである。

5 まとめと今後の課題
ダイクストラのアルゴリズムのメインループの正当
性について、Agdaによる証明を完了させた。初期状
態と、初期状態における確定、未確定リストに共通部
分がない証明、始点が確定リストに含まれてる証明を
渡せば、最短である証明の付いたパスを返す事ができ
るようになった。ここまでの実装で、コードは 2830行
である。
今後は、始点のみが含まれる確定リスト、それ以外
の頂点が含まれる未確定リストを作り、初期条件の証
明を作り、証明付きのアルゴリズムを完成させたい。
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