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1 はじめに
安定分布

まず本研究で扱う確率分布である, 安定分布につい
て説明する. これは特徴として, 正規分布より裾が重
いこと, 株価や為替レート変動など金融資産の収益率
などで表れる分布であり, フラクタル幾何学の創始者
であるMandelbrotが株式市場においても見出したと
言われている.
この確率密度関数は陽には定義されないが, 分布の
特性関数 (Fourier変換)が下の式のように表される.
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パラメータ α (0 < α ≤ 2)は分布の裾状態を表す尺度
であり, 値が小さいほど裾が重い. β (−1 ≤ β ≤ 1)は
非対称パラメータ, γ (0 < γ)は規模のパラメータ, δ

は平行移動のパラメータである. 本研究では平行移動・
拡大縮小は考えず, 左右対称のものを扱う. このとき,
分布の Fourier変換は

f̂(x) = exp(−c|x|α), (cは正規化定数)

のように表されることになる.
また α = 2のとき正規分布, α = 1のときコーシー
分布である. Mandelbrotは金融市場の価格変動の一
例として綿花の価格は α = 1.7の安定分布に従うこと
を調べた.

図 1: α = 1.7のときの安定分布

一般的な確率分布のパラメータ推定方法においては
最尤法がよく用いられる. 最尤法とは確率密度関数に
基づき尤度関数を求め, 尤度を最大にするようにパラ
メータを推定する手法である. この手法は確率密度関
数が簡単な式で定義される分布に適している. しかし,
安定分布は先にも述べたように確率密度関数が単純な
関数で与えられないため最尤法で推定することは,非
常に困難である.

そこで最尤法に代わる効率的な推定方法が現実的な場
面では必要とされている.

2 ブートストラップ法
標本集団より重複を許したリサンプリングを多数繰
り返し,得られた新たな標本集団より母集団の性質や
モデルの推測の誤差などを推定する手法をブートスト
ラップ法と呼ばれ,1979年に Eflornによって提唱され
た. 具体的には以下のような手順で行われる.
ある母集団の標本, {x1, x2, x3,…, xn}があるとする.
この標本から,ランダムに重複も含めてリサンプリング
を行い, リサンプリングした標本を {x∗

1, x
∗
2, x

∗
3,…, x∗

n}
とする. このリサンプルからある推定値,例えば標本平
均値または標本中央値などの順序統計量を計算し, そ
れを T1とおく. また新たなリサンプリングを行い, 同
様に推定値を計算し, それを T2とおく. このプロセス
をN 回繰り返すとすると, N 個の推定値, T1から TN

が得られる. この N 個の推定値から, ある推定量の標
準誤差 (SD)及び推定平均 T ,
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が得られる.これらから誤差評価,及び区間推定も行う
ことも可能である.

3 分位点

一般に確率分布の 100λ % (0 <λ <1)の位置に対応
する値を 100λパーセンタイルまたは 100λ分位点とい
う. 例えば四分位点の場合, 25%分位点, 50%分位点,
75%分位点と表される. 本研究では与えられたデータ
の従う確率分布に対して様々な分位点の推定値を求め
るためにブートストラップ法を用いることにする.

4 回帰分析
観測データ,
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がえられたとして, 目的変数 Y が, 説明変数 X1 から
Xmにどのように依存するかを調べる手法を一般に回
帰分析という.
線形回帰分析
説明変数Xkが目的変数 Y に対して依存関係をもつ
とき,

Y (i) = α1X
(i)
1 +…+αmX(i)

m +β+εi,　 i = 1, 2,…, n

線形回帰モデルという.
α1から αm, β は回帰係数, εiは誤差項を表している.
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図 2: 回帰直線
線形回帰分析の利点として, 変数間の関係を数式モ
デル化することで, 既知の説明変数から未知の目的変
数の値を予測できることや目的変数に対する説明変数
の影響の大きさを評価できることが挙げられる.
そのため,観測値からの事象の予測,シミュレーション,
検証, 要因分析など広く用いられる手法である.

5 提案手法
まず, α = 1.1～1.9の安定分布に従う乱数を発生さ
せ, それぞれの場合についてブートストラップ法を用
いた後, 各 αに対する安定分布の様々な分位点の推定
値を求め, これを各安定分布の分位点の理論値として
代用する.（裾の重い分布について調べたいので, 分布
の上位・下位とも細かく取る.)

図 3: 分位点の推定値の一部
観測されたデータの従う分布についても同様に分位
点の推定値を求める. α = 1.1～1.9の各安定分布の分
位点の理論値と観測データに基づく分位点の推定値に
対して回帰分析を行う. その結果もっともあてはまり
が良い αを, 観測されたデータの安定分布指数と推定
する手法を用いる.

6 実データへの応用
2007年から 2009年の円ドル為替レートの日終値の
前日比での対数分布で実験を行った.

図 4: 円ドル為替レートの日終値の変動

図 5: 分位点の推定値の一部

図 6: 回帰分析の結果 1
ただし決定係数とはモデルとデータとの適合度の良
さを測る尺度であり, 1に近いほどあてはまりが良い.
表より, まず, α = 1.7～1.8の間であると推定され
る. さらに細かく見てみると α = 1.77, 1.78が適当で
あると考えられる.

図 7: 回帰分析の結果 2

図 8: α = 1.77(上), 1.78(下)のときの回帰直線 (ほぼ
直線上にデータが並んでいる)

7 まとめ
円ドル為替レートの日終値の他にも日経平均株価終
値や金の価格変動などの金融データで試したところ,
同様に α = 1.7～1.8という結果が得られた.一般に金
融市場の変動の多くは α = 1.7に近い安定分布に基づ
いていると言われている.
よって, 本研究は簡便でありながら, かなり良い推定
を与えていると考えられる.
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