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1 はじめに
イジングマシンは,組合せ最適化問題を解くことに特
化したコンピュータであり, 富士通のデジタルアニー
ラ [1] など半導体回路を用いた様々な方式が提供され
ている. これらの方式では組合せ最適化問題を, 磁性
体の数理模型であるイジング模型の基底状態探索問題
に変換することによって求解する. そのため, 既存の
イジングマシンでは, 入力形式であるイジング模型, つ
まり二値二次形式に問題を定式化することが必要とな
る. 一方で, 不等式制約や高次コストを扱う問題では,

二値二次形式に問題を定式化することが難しいという
場合がある. これらの問題を定式化するためには, 決
定変数だけではなく補助変数が必要になり, 変数の数
が大幅に増えるため, 小規模な問題でも最適解を得る
ことが難しい. このような背景をもとに, 新しい定式
化により多様な目的関数を表現できる拡張イジングマ
シンが提案された [2,3]. 拡張イジングマシンは既存の
定式化で使用される決定変数に加えて, 決定変数に従
属して一意に定まる従属変数を使用する. この従属変
数が二値の二次形式で表現できない不等式制約や高次
コストを含む関数を表現することで, 効率的な求解を
可能にしている. 本稿では, 既存のイジングマシンの
定式化手法である QUBO (Quadratic Unconstrained

Binary Optimization)形式と拡張イジングマシンでの
定式化の比較を行った. その上で, 高次項を含む問題,

k-XORSATでの拡張イジングマシンの求解性能を様々
なパラメータをチューニングすることによって調べた.

また, 決定変数の値を二値ではなく任意の整数値を
取ることができるような拡張法が提唱された [4]. 整数
値の決定変数で定式化を行うことで, 二値変数の定式
化よりも解空間が広がるためイジングマシンのサンプ
ラーとしての性能の向上が予想される. 本稿では, 整
数変数拡張イジングマシンを使用して歪正規分布をサ
ンプリング可能であることを示した.

2 拡張イジングマシン
拡張イジングマシンは二値二次形式での定式化に従
属変数によって表現される制約を加えたことによって
多様な目的関数を表現することができるイジングマシ
ンである. 0/1バイナリ変数 xiを用いた場合，以下の
ように定式化される．
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nは決定変数の個数，mは制約式の個数，Wij は 2次
項の重み，biは 1次項の重み，λk は制約の重み，Zki

は制約中の 1次項の重み, rk は関数 Gk で制約される
リソース量, ck は制約 kが違反の状態であれば Gk が

正の値をとるように設定された定数である.

式 (1)の右辺の第 1項と第 2項はハミルトニアンの二
次形式を表す. 拡張イジングマシンの定式化で加わっ
た第 3項, Gkは，不等式制約あるいは高次コストなど
を表現することができ, 問題の種類に応じて形が選ば
れる従属変数で, rk を介して決定変数に従属して値が
決まる変数である. そのため, この定式化では独立な
変数は増えないため問題サイズが制約の定式化によっ
て大きくなることはない.

3 整数拡張イジングマシン
整数拡張イジングマシンは, 拡張イジングマシンの
決定変数を二値ではなく整数値をとることができるよ
うに拡張したイジングマシンである. 任意の整数値を
取る決定変数 xiを用いた場合, 以下のように定式化さ
れる.
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決定変数の取りうる値以外は, 従来のイジングマシン
のエネルギー式である (1) と同様である. 整数値の決
定変数で定式化を行うことで決定変数を実数の近似と
して使用することができ, 二値展開を用いずに一般の
数量を表現でき, イジングマシンおよびサンプラーと
しての表現力, 性能が向上する.

4 拡張イジングマシンによる k-XORSAT

問題の求解
XORSATは排他的論理和充足問題である [5]. この

XORSAT問題はガウスの消去法で多項式時間で解く
ことが可能であるが, 最適化問題として定式化された
場合には, 従来型のコンピュータにとっては困難な問
題になることもある.

本研究で使用した k-regular k-XORSAT問題 (以下
k-XORSAT問題)は, 一つの方程式が k個の変数を含
み, 各変数が k個の方程式に現れるような問題である.

上記のような k-XORSAT問題は, 高次積を含む形で
定式化することが可能であるため, 拡張イジングマシ
ンを使用して求解できる. そこで, 拡張イジングマシン
での定式化 (以下HUBO (Higher-Order Unconstraint

Binary Optimization)形式)と既存のイジングマシン
での定式化 (以下 QUBO形式) の求解結果を比較し,

どのような差があるのかを調査した.

図 1に制約 (方程式)の数である問題サイズ nと解に
到達するまでのイテレーション数である ITS (Iteration

To Solution)の10インスタンスの平均の関係をQUBO

形式と HUBO形式で比較した結果を示す. QUBO形
式と HUBO形式ではスケーリング指数に大きな差異
が見られなかったが, HUBO形式の方が QUBO形式
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図 1: 縮退度 2のインスタンスの問題サイズ nと ITS

の関係. x軸と y軸は logスケールである.

と比較して高速に求解できることが読み取れる.

5 整数拡張イジングマシンによる歪正規分
布のサンプリング

イジングマシンは, 最適化だけでなくサンプリング
もできるコンピュータである. 整数値を使えるように
拡張した整数拡張イジングマシンも同様に分布のサン
プリングが理論的に可能である. また, 整数値の決定変
数で定式化を行うことで, 二値変数の定式化よりも解
空間が広がるためイジングマシンのサンプラーとして
の性能の向上が予想される. 本章では, 任意の分布の
サンプリングが可能であることを示す一例として, 歪
正規分布とよばれる分布のサンプリングを行った結果
を示す.

多変量歪正規分布は (5)のように定義される分布で
ある [6].
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X は n次元の決定変数のベクトル, αは歪みを表すパ
ラメータのベクトル, µは平均値のベクトル, Σは分散
共分散行列, ωは diag(σ1, . . . , σn), erfは誤差関数であ
る. (6)は多変量の正規分布, (7)は多変量正規分布の
累積密度関数になっている.

α = 0.05, µ = 0, σ = 25の 1変数の歪正規分布のサ
ンプリングを行った結果を図 2に示す. 理想的な歪正
規分布と近似関数とサンプリング結果が視覚的にほぼ
一致していることが確認できる. また, 理想的な歪正
規分布とサンプリング結果の KS検定の p値は 0.068

であり有意水準 5%なら帰無仮説「分布が一致してい
る」を棄却できないため, 拡張イジングマシンを使用
して歪正規分布のサンプリングを行うことができたと
考えられる.

6 まとめ
本研究は, 新しい定式化手法によって多様な目的関
数を表現できる拡張イジングマシンが既存のイジング

図 2: 歪正規分布と近似関数とサンプリング結果の確
率密度関数の比較. イテレーションは最大 108 回行っ
た. 理論的な多変量歪正規分布が緑の破線で, 分布を
整数拡張イジングマシンの定式化の形式で近似した結
果がオレンジの破線, 実際のサンプリング結果が水色
の実線である.

マシンよりも k-XORSAT問題において高速に求解す
ることができることを示した. また, 決定変数が任意
の整数値を取ることができるように拡張した整数拡張
イジングマシンを使用して多変量歪正規分布がサンプ
リング可能であることを示した.
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