
shift/resetを含む関数の篩型を使った内部検証
理学専攻・情報科学コース 窪田 唯花

1 はじめに
限定継続制御演算子を含む体系では、実行している
式の外側にある計算を操作することができる。そのた
め、限定継続制御演算子を含む関数を定義する際には
実行時の文脈を正確に把握し記述する必要がある。こ
れにより、再帰などを含む複雑なプログラムを記述す
る場合には作成したプログラムの挙動が期待されたも
のであるか直感的に理解することが難しい場合がある。
本研究では、限定継続制御演算子 shift/resetを含む
関数についてその性質を内部検証することを目的とす
る。先行研究では、高階プログラム論理を拡張した体
系で証明を実現したもの [3]や、SMTソルバを用いて
自動証明を実装したもの [2]が挙げられる。本研究は
CPS変換と実行順序を規定する継続モナドに性質を記
述できる篩型を使用することで、shift/resetの型シス
テム [1]を利用した性質の伝播を実現した。
なお、本研究で扱うプログラムは定理証明支援系言
語 Agdaで記述されている。
2 限定継続
継続とは、プログラム中のある式を実行している時
点での残りの計算のことである。1 + 2 ∗ 3− 4という
式を実行する場合、最初に実行する乗算の周りに残さ
れている計算 1 + [.]− 4が現在の継続となる。限定継
続は、継続の中でも範囲が限定されたものを指す。
継続の記述方法は、実行時環境を hole [.]で表す場
合と継続そのものを関数として表す場合の大きく 2通
りが挙げられる。上記の例の継続を関数の形で表すと
λx. 1 + x− 4となる。
shift/resetは、継続を関数の形で束縛して扱うこと
ができる限定継続制御演算子の一種である。reset演算
⟨⟩は、継続の範囲を限定する。shift演算 Sk. eは、そ
の時点での resetまでの継続を関数の形で切り取り変
数 kに束縛した上で本体部分 eを実行する。本体部分
eの内部では束縛した継続 kを関数として扱うことが
できるため、種々の複雑なプログラムを比較的簡潔に
記述できる。継続を本体内部で使用せず捨てることで
エラー処理を実現したり、複数回使用することでバッ
クトラックを実現することができる。また、継続の外
側に別の計算を記述することで計算の順序を入れ替え
ることもできる。
shift/resetは継続を切り取る際や切り取った継続を
呼び出す際に、次に shiftを実行したときの継続が変
化しないよう設計されている。そのため他の限定継続
制御演算子に比べて型理論や健全性・完全性に加え多
くの公理が証明されている。
3 CPS変換と継続モナド
3.1 CPS変換
shift/resetについて議論する際は、一般に継続渡し形
式 (Continuation-passing style; CPS)に変換して行わ
れる。CPSは継続を明示的に扱う形式のことで、継続
を関数の形で受け渡すように記述するため shift/reset

が実装されていない言語においても同等の表現力を実
現できる。しかし、特に shiftと resetに対する CPS

変換 J Kは以下のように複雑であり、関数を記述する
際に直接 CPSで記述することは適切でない。

[[Sk. e]] ⇒ λk. JeK (λv. λk1. k1 (k v))
[[⟨e⟩]] ⇒ λk. k (JeK (λx. x))

3.2 継続モナド
モナドは副作用を持つ計算を扱う構造のことである。
同一の型についてモナドの型定義と関数の本体部分を
変更することで種々の副作用計算を記述できる。モナ
ド一般に定義される関数として、値をモナドの形に持
ち上げる returnと計算順序を規定する bindが存在
する。
継続モナドは、CPS変換を主な副作用として持つモ
ナドを指す。継続モナドの構造を以下に示す。

1 Monad : (A B C : Set) → Set

2 Monad A B C = (A → B) → C

3

4 return : {A B : Set} (x : A) →
5 Monad A B B

6 return x = λ cont → cont x

7

8 bind : {A B C D E : Set} →
9 (Monad A B C) → (A → Monad D E B) →

10 Monad D E C

11 bind x f = λ cont → x (λ v →
12 f v (λ v2 -> cont v2))

13

14 reset : {A B C : Set} → Monad A A B→
15 Monad B C C

16 reset x = λ cont → cont (x (λ v → v))

17

18 shift : {A B C D E : Set} →
19 ((A → Monad B E E) →
20 Monad D D C) → Monad A B C

21 shift f = λ cont → f (λ v → λ k →
22 k (cont v)) (λ x → x)

Monadは継続モナドの型を表す。CPSは A → B型
の継続を受け取り C型の値を返すため、Monadの型も
同様に定義されている。returnは値に対する CPS変
換、bindは letによる実行順序の決定（k-正規形変換）
をCPS変換したものを表している。reset、shiftは
3.1節の CPS変換と同一の変換を定義している。
また各関数の型は CPS変換式から容易に導かれる。

4 篩型を用いた関数表現
篩型は通常の型を命題で修飾したような型であり、
プログラムの性質を記述する際に用いることができる。
基本型にのみ命題が追加され、関数型はその引数と返
り値にそれぞれ命題がつく。
4.1 定義
Agda上で篩型を定義したものを以下に示す。



1 data Ty : Set1 where

2 Int : (p : N → Set) → Ty

3 IntList : (p : List N → Set) → Ty

4 _⇒_ : Ty → Ty → Ty

5

6 J _ K : (A : Ty) → Set

7 J Int p K = Σ[ n ∈ N ] p n

8 J IntList p K = Σ[ l ∈ List N ] p l

9 J A ⇒ B K = J A K → J B K
Tyは篩型で受け取る引数の種類を示す。本研究では
基本型として自然数と自然数のリストを扱うため、そ
れぞれの要素について命題を記述できるようコンスト
ラクタを用意する。 ⇒ は関数に命題を付加したい
場合に用いる。この場合は関数に対する命題ではなく、
引数と返り値のそれぞれに命題を受け取る。J Kは、Ty型を用いて篩型を記述したものである。こ
れはΣ型を用いて定義されている。Σ型は二つ目の要
素が一つ目の要素に依存できるような組を表す。ここ
では、篩型を「基本型と、その基本型の値に対する命
題の組」として定義している。
4.2 継続モナドと篩型J Kは Set型を持っていた。Setは型そのものの型
であり、自然数型 Nやリスト型 List Aの型も Setで
ある。Set型を持つ値はプログラムの型定義（つまり
x:Aの Aの部分）に記述することができる。プログラ
ムの型に性質を追加したい場合は、通常の型部分を J K
で始まる型に変更することで実現できる。
継続モナドはCPS変換を担うため、shift/reset演算
子が実装されていない言語においても直接形式と同様
に使用することができた。そこで、継続モナドを用い
て記述されたプログラムの型部分を適切に篩型へ変更
することで、shift/resetを含むプログラムについて性
質の証明が可能になると考えられる。
5 内部検証の例
以下のプログラムについて、内部検証の例を示す。
reset (1 + shift (λ k → 2 * k 3)) - 4

shiftは resetまでの継続 1 + [.]（関数 λ x → 1

+ x）を kに束縛する。kは shiftの本体部分 2 * k

3で使用され、全体の結果として 4が返ることになる。
そこで、上記のプログラムの結果が 4になることを
内部的に検証する。上記は直接形式で記述されており
Agdaではそのまま記述することができないので、ま
ず継続モナドを用いた形に変更する。

1 test : {A : Set} → Monad N A A

2 test =

3 bind (reset (bind (shift (λ k →
4 bind (k 3) (λ x →
5 return (2 * x))) (λ y →
6 return (1 + y))))) (λ z →
7 return (z - 4))

1行目の自然数型を篩型に変更することにより、bind
により部分式に付けられた新しい束縛変数 x,y,z と
returnの引数は自然数から篩型を表す組に変化する。
篩型に変更することにより新たに記述が必要となる証
明部分は {!!}で表す。

1 test ’ : {A : Set} →
2 Cont J Int (λ n → n ≡ 12) K A A

3 test ’ =

4 bind (reset (bind (shift (λ k →
5 bind (k (3 , {!!})) (λ x →
6 return (2 * proj1 x , {!!})))) (λ y →
7 return (1 + proj1 y , {!!})))) (λ z →
8 return (proj1 z + 4 , {!!}))

{!!}部分を証明で埋めることでプログラムが完成す
る。8行目の証明は 2行目の型部分から「proj1 z +

4が 12と等しい」ことを記述する必要があることがわ
かる。つまり、zの第二要素は「proj1 zが 8と等し
い」という証明が入っていることが考えられる。関数
外部に補題 test’-lemを立てることで、2つの命題を
繋げて証明を埋めることができる。
以上のように証明を進めていくことで、以下の完成
したプログラムが得られる。

1 test ’ : {A : Set} →
2 Cont J Int (λ n → n ≡ 12) K A A

3 test ’ =

4 bind (reset (bind (shift (λ k →
5 bind (k (3 , refl)) (λ x →
6 return (2 * proj1 x ,

7 test ’-lem2 (proj2 x))))) (λ y →
8 return (1 + proj1 y ,

9 cong suc (proj2 y))))) (λ z →
10 return (proj1 z + 4 ,

11 test ’-lem (proj2 z)))

6 まとめと今後の課題
CPS変換を行う継続モナドにおいて型部分を適切に
篩型へ変更することで、shift/reset演算子を含む関数
の内部検証を実現した。
答えの型が変化するリストの結合関数や内部でshift

を何度も実行するリストの反転などの再帰関数につい
ても内部検証が可能となったが、現在は shiftで束縛し
た継続を複数回使用して別の引数を渡すような関数は
内部検証が成功していない。その原因として、継続の
表現力が不足していることが挙げられる。篩型を用い
て定義する関数は任意の述語を記述できるが、継続に
は外部から伝播した性質以外の内容が記述できない。
また継続は束縛された後に何度も使用される可能性が
あるため一般化された性質を記述する必要があるが、
関数定義の際に使用した非明示的な引数などの拡張を
行えない。そのため、最初に継続を使用した箇所のみ
に成り立つような局所的な性質が適用されてしまう。
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