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1 はじめに
マンハッタン積は二部有向グラフの自然積構造で、
有向パス Pnと有向サイクル Cmの積を指し、偶数の
m、nにおける Pnと Cmののスペクトル分析に焦点
を当てる。本研究では nが無限大に近づく際の Pnと
C6有向グラフのマンハッタン積のスペクトル特性を
明らかにすることを目的とする。
2 有向グラフと隣接行列
有向グラフ（directed graph）とは、G = (V,E) の
ことで、ここで V は空でない集合であり、E は V ×V

の部分集合である。要素 x ∈ V は頂点（vertex）と
呼ばれ、e = (x, y) ∈ E は初期頂点 x から終端頂点
y へのアークと呼ばれる。この場合、単に x → y と
書くことがある。有向グラフ G = (V,E) の隣接行列
（adjacency matrix）は、V × V のインデックスセッ
トを持つ行列 A で定義される：

(A)xy =

1 if x → y,

0 otherwise.

3 マンハッタン積モデルと Chebyshev

polynomials

mが無限大に近づく際のスペクトルを解明するため
には、尾畑のPn#P2や岡崎のPn#C4の研究結果を基
に、P2n#C6スペクトルの厳密解を求める必要がある。
最初の列は第一種モニックChebyshev polynomials、再

図 1: Pn#C6 モデル

帰関係によって多項式列 {Tn(x)}∞n=0 を定義する：

Tn+1(x) = xTn(x)− Tn−1(x), for n ≥ 1,

T0(x) = 2, T1(x) = x.

(1)

第二の列は第二種 Chebyshev polynomials。三項間の
再帰関係によって多項式列 {Un(x)}∞n=0 が定義され

ます：

Un+1(x) = xUn(x)− Un−1(x), for n ≥ 1,

U0(x) = 1, U1(x) = x.

(2)

多項式列 Tn(x)と Un(x)はモニックのためにスケール
された Chebyshev polynomialsである。したがって、
|x| < 2 のとき x = 2 cos θ にスケールすることによ
り、以下の関係が得られる。

Tn(2 cos θ) = 2 cosnθ, (n ≥ 0) (3)

Un(2 cos θ) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, (n ≥ 0) (4)

命題 3.1

(i) 多項式 tn(x) は区間 − 2 < x < 2 に n 個の解を持ち、

xk = 2 cos

(
2k + 1

2n
π

)
, k = 1, 2, . . . , n,

これらの解は互いに区別される。 (5)

(ii) 多項式 un(x) は区間 − 2 < x < 2 に n 個の解を持ち、

xk = 2 cos

(
k

n+ 1
π

)
, k = 0, 2, . . . , n− 1,

これらの解は互いに区別される。 (6)

4 隣接行列の特性多項式
4.1 P2n#C6 の隣接行列
マンハッタン積グラフ P2n#C6 の隣接行列 An は、
図 2で表される。

図 2: 隣接行列 An

4.2 P2n#C6 の特性多項式
特性多項式 Pn(x) は、次のように定義される：

Pn(x) = det(xI −An) (7)
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ここで、行列 An の特性多項式を計算するために、
Chebyshev多項式 Un(x) と Tn(x) が用いられる。
特性多項式は次の形式を持つ：

Pn(x) = x6n−1Un(x){Un+1(x
2 + 1)}2Tn+1(x) (8)

証明の概略を以下に記述するまず、t = x2 + 1 と置
き、関数 Un が t の形で表される：

Un(x
2 + 1) = Un(t) (9)

Un(t) を計算する、：

(Un(t))
2 = t2(Un−1(t))

2−2tUn−1(t)Un−2(t)+(Un−2(t))
2

(10)

Rn(x) を次のように置く:

Rn(x) = (Un(x
2 + 1))2 (11)

次の漸化式が得られる：

Rn(x) = (2x2+x4)Rn−1(x)−(2x2+x4)Rn−2(x)+Rn−3(x)

(12)

Mn = Un(x)Tn+1(x)とおくと、Mn(x) は次の漸化
式を満たす：

Mn(x) = (x2 − 2) ·Mn−1(x)−Mn−2(x) (13)

Mn(x) · Rn(x) が Qn(x) とおくと、(11)と (13)を
用いて Qn(x)が以下の漸化式を満たすことが分かる。

Qn(x) = (−4x8 + x12) ·Qn−1(x)−

2(2x14 − x16 + x18 + x20) ·Qn−2(x)

+ (−2x18 + 9x20 − 14x22 − 3x24 + 2x26 + x28) ·Qn−3(x)

− 2(2x26 − x28 + x30 + x32) ·Qn−4(x)

− (4x32 + x36) ·Qn−5(x)

− x36 ·Qn−6(x)

(14)

5 P2n#C6 の隣接行列
次に、4n× 4n 行列 (xI − A) に対して Schur の公
式を繰り返し用いて、次の関係式が得られる：

det(xI −A) = x4nEn(x) (n ≥ 3)

ただし En(x)は以下の行列 En(x)はの固有方程式で
ある．

図 3: En

ここで gn(x) = det(xI − A)とおくと、gn(x)が以

下の漸化式を満たす.

gn(x) = (−4x8 + x12) · gn−1(x)− 2(2x14 − x16 + x18 + x20) · gn−2(x)

+ (−2x18 + 9x20 − 14x22 − 3x24 + 2x26 + x28) · gn−3(x)

− 2(2x26 − x28 + x30 + x32) · gn−4(x)

− (4x32 + x36) · gn−5(x)− x36 · gn−6(x)

(15)

よって gn(x) = Qn(x)、初期値も同じであることが
わかった．よって，定理は示された．
6 マンハッタン積グラフ P2n#C6 のスペク
トル

P2n#C6 のスペクトルをは Pn(x) の解から得られ
る。pn(x) の因数である (11)Rn(x) と (13)のMn(x)

の解を調べる。命題 3.1より命題 3.1より、Mn(x) の
解の集合は以下である。

E1 =

{
θ =

kπ

2(n+ 1)
, k = 1, 2, . . . , n

}
(16)

集合 E1 は重複を含めて 2n個の解を含む。Rn(x) の
解の集合は以下である。

E2 = {±

√
2 cos

(
k

n+ 1
π

)
－ 1 : k = 0, 2, ..., n− 1}

(17)

多項式 Rn(x)の次数は 2nであるため、集合 E2 は重
複を含めて 4n個の解を含む。重複する解は、0の値で
あり、これは k/(n+ 1) = 1/3 の場合に現れる。
k/(n+1) > 1/3の場合、±

√
2 cos

(
kπ
n+1

)
− 1の値が

純虚数になること。また， Pn(x)の因数である x6n−1

を考慮に含めると，0 の固有値が少なくとも 6n− 1 個
存在 することがわかる.

7 まとめ
この研究は、マンハッタン積を用いた P2n#C6 グラ
フのスペクトル特性を明らかにすることを目的として
います。C6 のスペクトル特性を理解し、n に対する
予測する手がかりを得ることができる。
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