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1 はじめに
継続をプログラムで扱うには control/prompt [5] や

shift/reset [3] など継続を切り取って扱う限定継続演算
子が使われる。その意味論は継続渡し形式 (continuation-

passing style; CPS) に変換することで与えられる。CPS

変換 [6] の正当性は、変換前の簡約と変換後の簡約が対応
することにより示され、これによりコンパイル前後でプロ
グラムの持つ意味が保たれていることが示される。さらに
reflection [7] と呼ばれる関係が示されることは、CPS 変
換後に行える最適化が CPS 変換前にも行えるようになる
ことを意味する。本研究では、定理証明支援系言語である
Agda において control/promptが含まれた体系での CPS

変換の正当性の証明を目指した。また、 shift/reset が含
まれた体系に対して型付きで reflection が成り立つことを
示し、その証明を Agda において定式化した。
2 control/prompt 入り体系でのCPS変換の
正当性

2.1 DS項の定義
CPS変換前の項を DS項という。以下に DS項の定義を
示す。

型 τ := Nat | Bool | τ2 → τ1 (µα)α (µβ)β

trail µ := • | τ → ⟨µ⟩ τ ′

値 v := n | x | λx. e
項 e := v | e1 @ e2 | e1 + e2 | Fc. e | ⟨e⟩

型は自然数型、真偽値型、関数型の三つからなる。関数
型は、τ2型の値を受け取ったら τ1型の値を返す関数だが、
継続 (τ1 → µα → α)と trail (µβ)の型の情報も持ってい
る。trailは control/promptに特有なもので、継続が連なっ
た形をしている。τ → ⟨µ⟩ τ ′は、τ から τ ′への継続で、そ
の際に µ型の trailを受け取ることを意味する。(•)は空の
trailを表している。値は自然数、変数、λ抽象の三つから
なる。項は値、関数適用、足し算、control、promptから
なる。型と trail、値と項はそれぞれ相互再帰の形で Agda

に載せることができた。
2.2 型規則
Γ ⊢ e : τ (µα)α (µβ)β という型判定は、型環境 Γのも
とで、eが τ → µα → α の型の継続と µβ 型の trailを受
け取り、β 型の値を返すことを意味している。
本稿で扱うインタプリタには、Cons, Append, idk が入

っている。idk とは初期継続を表しており、渡す trail が
空かそうでないかによって挙動が変わってくる。Consと
Appendはそれぞれ継続と trail、trailと trailを繋ぐもの
である。Cons, Append, idkの型の辻褄を合わせるために、
id-cont-typeと compatibleという制約関数を作成している。
control/promptの型規則 [1]を以下に示す。controlのイン
タプリタは、Cons, Append, idk を全て含むため、前提に
三つの制約が入る。promptは idkのための id-cont-typeが

前提に入っている。control/prompt以外の型規則は先行研
究と同様である。

id-cont-type(γ, γ′, µid)

compatible(t1 → t2 µ1, µ2, µ0) compatible(µβ , µ0, µα)
Γ, k : τ → t1 (µ1) t2 (µ2)α ⊢ e : γ (µid) γ

′ (•)β
Γ ⊢ Fc. e : τ (µα)α (µβ)β

(TControl)

id-cont-type(β, β′, µid) Γ ⊢ e : β (µid)β
′ (•) τ

Γ ⊢ ⟨e⟩ : τ (µα)α (µα)α
(TPrompt)

型のついたプログラムを実行すると、定義された通りに
型がついた値を返し、型エラーになることはない。つまり、
インタプリタにおける型の対応を以下のように定義した時、
定理 1がいえる。

[[•]]µ = •
[[τ → τ ′ µ]]µ = [[τ ]]τ → [[µ]]µ → [[τ ′]]τ

[[Nat]]τ = N
[[Bool]]τ = B

[[τ2 → τ1 (µα)α (µβ)β]]τ =

[[τ2]]τ → ([[τ1]]τ → [[µα]]µ → [[α]]τ ) → [[µβ ]]µ → [[β]]τ

定理 1 Γ ⊢ e : τ (µα)α (µβ)β ならば Γ∗ ⊢ ε[[e]] : ([[τ ]]τ →
[[µα]]µ → [[α]]τ ) → [[µβ ]]µ → [[β]]τ

Agdaに CPSインタプリタを載せられたことにより、定
理 1が証明できた。
2.3 CPS変換の定式化
本稿では one-passの CPS変換 [4]を行う。CPSインタ
プリタを元にしてアンダーラインのついた式とオーバーラ
インのついた式に出力を区別して定義し、Agdaに載せた。
アンダーラインのついた式は dynamicな式と呼び、自分
で定義した出力時の構文を表す。オーバーラインのついた
式は staticな式と呼び、今回では Agdaの本当の式であり
CPS変換時に実行されることを表す。
2.4 正当性の証明
CPS変換前の項を簡約した後にCPS変換した項と、CPS
変換後の項が β同値であること、つまり以下の予想の証明
を目指した。

予想 2 任意の項 e, e′ について e → e′ が成り立つな
らば任意の schematic な継続 k に対して [[e]] @ k@ t =β

[[e′]] @ k@ tが成り立つ。
ここで=β は β同値である。予想 2は、e → e′の簡約の
形によって場合分けして取り組み、control の場合を除い
て Agda 上で証明を完成させた。control の場合では、任
意の trail tと schematicな継続 kに対して
[[⟨Ep[Fc. e1]⟩]] @ k@ t =β [[⟨(λc. e1)@ (λx.Ep[x])⟩]] @ k@ t



が成り立つ事を示すということになる。そこでコンテキス
トで囲まれた左辺を CPS変換の定義によって展開できる
形に変換するために次の予想を立てた。

予想 3 (context-lemma) 任意の項 e、trail t、schematic

な継続 kについて [[⟨Ep[e]⟩]] k t =β [[(λx.Ep[x])@ e]] k t

予想 3を展開すると、次の重要な予想を示すことで証明が
完成することが分かった。

予想 4 (kの移動) 任意の項 e、k、trail tに対して
λv′. λk′. λt′. [[e]][v′/x](λv0. (λt0. idk @ v0 @ t0)) (k

′ :: t′) =β

λv′. λk′. λt′. [[e]][v′/x](λv0. (λt0. idk @ v0 @(k′ :: t0))) t
′ が

成り立つ。
予想 4には論理関係の定義が必要になると考えており、こ
れを証明することが今後の課題となっている。
3 shift/reset 入り体系での reflection 証明
3.1 reflection とは
Reflection [7] というのは、ソース言語とターゲット言語
とその間の変換についての性質である。本稿では、ソース
言語は shift/reset の入った単純型付き λ 計算、ターゲッ
ト言語は単純型付き λ 計算とする。前者は直接形式で書
かれているので DS 言語、後者は継続渡し形式で書かれた
プログラムになるので CPS 言語、と呼ぶことにする。DS

言語の項 M を CPS 言語に変換するのは CPS 変換と呼ば
れM∗ と記述する。一方、CPS 言語の項 N を DS 言語に
逆変換するのは DS 変換と呼ばれN# と記述する。このよ
うな設定のもとで DS 言語と CPS 言語の間に reflection

の関係が成り立つとは以下のように定義される。

定義 5 (reflection) CPS 変換 ·∗ と DS 変換 ·# が以下
の 4 条件を満たすとき reflection をなすという。
1. 任意の DS 項 M について M −→∗ M∗#

2. 任意の CPS 項 N について N#∗ = N

3. 任意の DS 項 M,M ′ について M −→ M ′ ならば
M∗ −→∗ M ′∗

4. 任意の CPS 項 N,N ′ について N −→ N ′ ならば
N# −→∗ N ′#

ここで −→ は 1 ステップの簡約、−→∗ は 0 ステップ以上
の簡約を示す。上記の性質のうち、3は従来の CPS 変換
の簡約保存を意味している。
3.2 DSKernel項とは
ある DS 項を CPS 変換して更に DS 変換を行うと、
もとの DS 項の部分式に名前を与えるような項、つまり
A-正規形になる。これを DSKernel 項として定義してい
る。例えば DS 項 f @(g@h) の CPS 変換後の形は、
λk. g@h@(λy. f @ y@ k)になる。これに対して更に DS

変換を行うと、let y = g@h in f @ yという DSKernel 項
になるが、これはもとの DS 項 f @(g@h)の部分式 g@h

に yという名前を与えたものになっている。それぞれの項
の関係性をまとめると以下の図になる。

DSKernel言語と CPS言語の間の変換は自明な変換になる。
つまり従来の CPS 変換とは A-正規形変換と、DSKernel

言語を CPS に変換する自明な変換の合成と表現される。
3.3 それぞれの言語の定式化
それぞれの言語の定義は、基本的には Biernacki ら [2]

の定義と同じである。そこに型システムを作り Agda に載
せることによって定式化を行った。
CPS 言語の型システムでは継続 k の型を引き回してい
る。これは継続の型情報が他の項の型を決めるのに必要な
ためである。また、この k の型は環境には入れず特別な定
数として管理しているが、これは DSKernel 項から CPS

項への変換時に型の整合性を保つための工夫である。
3.4 reflection の証明
reflectionの証明は、DS項とDSKernel項間の reflection

証明、DSKernel項とCPS項間の reflection証明に分けて、
最後に二つの証明を合成する方法で行っている。証明する
性質によっては代入補題等の補題が必要となるものも多く
あったため、それらの補題も全て Agda 上に載せている。
4 まとめ
control/prompt を含む体系においては Agda を使って

CPSインタプリタとCPS変換を定式化し、型規則を Agda

に載せたことでCPSインタプリタ前後での型の整合性を証
明することができた。CPS変換の正当性の証明は control

の場合を除いて証明を定式化したが、予想 4を証明すると
いう課題が残った。
shift/reset を含む体系においては reflection の証明を型
付きで Agda に載せることで証明を定式化した。
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