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1 はじめに
同期現象というものがある．これは振動子群が相互
作用や周期外力の作用によってタイミングを揃える現
象で，例えば少しテンポの違う複数のメトロノームを
糸でつるした「橋」の上に乗せて一斉に動かすと，影
響しあって同じタイミングで音を刻むようになるのも，
この一種である．
この現象で重要なのは「力の小さなものたちが同期
することで大きな力を生み出す」というところで，同
期現象を効率よく起こせるか否かで，全体として得ら
れる成果が変わってくることになる．
現在，同期現象の多くは振動子一つ一つをノード，
ノード間の相互作用をリンクで表した「振動子ネット
ワーク」を用いて研究が行われている．[1]

本研究ではまず，同期に最適な振動子ネットワークを
自己組織的に形成するモデルを提案し，得られたネッ
トワークを観察することで，最適振動子ネットワーク
の特徴を検証する．さらにモデルを拡張し，最適な電
力網を形成する「電力網モデル」の提案・検証も行った．

2 モデル

2.1 振動子ネットワークの線形化と位相ロック解

次の振動子集団を考える．

ϕ̇i = ωi +
N∑
j=1

Aij sin(ϕj − ϕi) (1)

ここで ϕi はノード iの位相，ωi は固有振動数，Aは
非負の対称行列でネットワークの形を表す隣接行列で
ある．そのためAij は隣接行列Aの各要素で，それぞ
れのリンクの重みを表している．ノード間の相互作用
が強いほど Aij の値は大きくなる．

平均振動数をωとし，相互作用する振動子間の位相差
(ϕj−ϕi)が十分小さいことを仮定する．ϕi(t) = xi+ωt
とおくと式 (1)は式 (2)に近似できる．

dxi

dt
= ωi − ω +

N∑
j=1

Aij(xj − xi). (2)

右辺を 0とおくと N 個の連立方程式が得られ，次の
形式で表せる．

Lx = w (3)

ここで L = D − Aで，Lはラプラス行列，D は Aの
i行の総和 di を i番目の対角成分とする行列．wは振
動数ベクトルでw = (ω1−ω, ω2−ω, ..., ωN −ω) とす
る.式 (3)を解くことで，位相ロック解が求められる．

2.2 ネットワークの発展則

コスト関数 H = E + kV の最小化を考える．E =∑
i,j Aij(xj − xi)

2 は同期のペナルティー関数で，相
互作用を持つ振動子間の位相差が減ると小さくなる値
である．V =

∑
i,j>i Aij はリンクにかかるコストで，

k が小さいと E が小さくなることを，大きいと V が
小さくなることを重視する．
ここで Qij = Aij(xj − xi)を定義することで，E =∑
i,j

Q2
ij

Aij
と書き直すことができる．

結果，Aij についてのH をポテンシャルとする変分
系として以下を得られる．

dAij

dt
= − δH

δAij
=

Q2
ij − kA2

ij

A2
ij

(4)

以上から，次の手順でネットワークを発展させるこ
とによりHを低下させる意味で，同期に適したネット
ワークを自己組織的に得ることができる．

1.ネットワークの初期設定 一様な全結合や鎖状等．

2.振動数の初期設定 等間隔や乱数．

3.式 (3)を解く

4.式 (4)をオイラー法で時間 dtだけ発展させる

5.3から繰り返す

3 実行結果
固有振動数 ωiは乱数で，それぞれ一番右のノードが
最も遅く，反時計回りに昇順に配置した．相互作用の強
さとリンクの太さが対応している．ノード数N ≤ 5に
おいては閉路を持たない木構造ネットワークが得られ
たのに対し，ノード数N > 5では，閉路を持つネット
ワークが最適ネットワークとして得られた (図 1,2,3,4)．
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図 4: N = 12, k = 0, 1

4 電力網モデル
電力を効率的に供給する「電力網モデル」の提案を
行った．それぞれのノードを，電力を供給する発電所
や，電力を消費する負荷として考える．基本のモデル
と違い，ノード間の距離や送電線の太さを考慮したも
のとなっている．

1



まず，非負の対称行列でネットワークにおけるノー
ド間の距離を表す隣接行列 lを考える．ここで lij は行
列 lの各要素で，ノード間の距離を表す．lij と送電線

の太さ rij から，Aij =
rij

2

lij
と書き換えられる．また，

リンクにかかるコスト V も計算し直す．

V =
∑
i,j>i

lij(rij)
2 (5)

結果，rij についてのH をポテンシャルとする変分
系として以下を得られる．

drij
dt

= − δH

δrij
=

2lij(Q
2
ij − krij

4)

r3ij
(6)

以上から，基本のモデルと同様の手順でネットワー
クを発展させることによりHを低下させる意味で，同
期に適した電力網を自己組織的に得ることができる．

5 実行結果
図 5,6,7は，ノード数 N = 11として全結合ネット
ワークを電力網モデルに従って発展させて得られたネッ
トワークである．k = 1.0,k = 4.0,k = 10.0として実
行した．各ノードの色は固有振動数，つまり発電量を
表しており，赤みが強いノードが発電所，青みが強い
ノードが負荷と捉えられる．矢印の根元から先のノー
ドに向かって電気が流れていることになり，矢印が太
いほど多くの電力のやりとりがあることになる．また，
基本的には赤いノードから青いノードへ電力が流れて
いる様子が見られるが，これは発電所から負荷へと電
力が供給されている状況と一致する．
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図 5: 0
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図 6: N = 11, k = 4.0

-0.44

0.55

H=0.124993

図 7: N = 11, k = 10.0

k の値が大きくなるほど，ノード間をショートカッ
トしてつなぐ長いリンクが見られなくなっている．こ
れは，kの値が大きくなるほど，送電線の建築コスト
V を抑えようとする働きが大きくなるためだと考えら
れる．距離 lij を導入することで，基本のモデルでは
見られなかった kへの依存性がはっきりと確認された．
最後に，ノードを実際の状況に近い配置にして発展
させたところ，図 8の電力網が得られた．四角が発電

所，丸が負荷を表している．kの値を大きくしていく
と，最終的に木構造ネットワークとなった．
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図 8: 最適な電力網．N = 25(発電所 11,負荷 14),k =

0.1

6 まとめと今後の課題
　コスト関数Hや，リンクの流れQij を取り入れた
自己組織化モデルを提案し，実行したところ，ノード
数N ≤ 5では木構造ネットワーク，N > 5ではループ
を含む最適ネットワークが得られた．また，最適ネッ
トワークの k依存性についても調査を行ったが，kの
値を変えてもネットワーク構造自体に変化は見られな
かった．
さらに，ノード間の距離 lij を取り入れることで基
本のモデルを改良し，最適な電力網を自己組織的に形
成する「電力網モデル」の提案を行った．
得られたネットワークを観察したところ，基本のモ
デルで観察されなかった k依存性がはっきりと確認さ
れた．ノード間の距離 lij を取り入れたことによる効
果であると考えられる．
本研究によって，電力網のようにノードの位置が固
定されているネットワークに対して，建築コストや同
期の程度に関して効率の良い，最適なネットワークを
自己組織的に得られるモデルの提案を行うことができ
た．kの値を変えることで，様々な状況における最適
な電力網の設計に役立てることができる．
　今後は実際のデータを活用した配置などでも最適
ネットワークについて観察を行ってみたい．
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