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1 はじめに
理論計算機科学分野における組合せゲーム理論で
は、多くのゲームやパズルの計算量の解析が行われて
いる。本研究では Minesweeper というコンピュータ
ゲームに関連した問題について取り上げ，Minesweeper

の解を唯一にする問題の解析を行う．先行研究では
Minesweeperと類似したNP完全であるパズルゲーム
の解を唯一にするための計算量の解析が行われており、
Σ2P完全であることが証明されている。以上の証明を
参考に、唯一解を求めることを目的としたMinesweeper

の決定性問題を定義し、Σ2P完全であることを示す。
2 Minesweeper Consistency Problem

Minesweeper Consistency Problem は与えられた
Minesweeper の盤面に矛盾なく爆弾を配置すること
ができるかどうかを問う、Kaye によって定義され
た Minesweeper の決定性問題である。以下の定理を
Kaye[1]が証明した。
Theorem 1. [1] Minesweeper Consistency Problem

は NP完全である。
先行研究でKayeがMinesweeper Consistency Prob-

lem(以下、MCP とする) の NP 困難性を circuit SAT

からの帰着で証明した。circuit SAT の入力を基に [1]

にある各ガジェットを組み立てることで MCP のイン
スタンスを構成する。
3 FCPバージョンの問題
前章で紹介したMinesweeperを含め、パズルでは解
が唯一であることを求められる場面がある。解を唯一
にするために、Demaineら [2]は FCPという枠組みを
定義した。FCP とは Fewest Clues Problem の略称で
あり、kを整数として、最大 k個の手がかりによって解
を一意に定めることができるかを問う問題である [2]。
これにより、多くの NP 完全と知られる問題の FCP

バージョンはΣ2P完全であることが示されている。こ
こで、Σ2Pとは NPオラクルを持つ非決定性チューリ
ングマシンによって決定される言語が属する複雑性ク
ラスであり、NP オラクルとは NP に属する問題を 1

ステップで解くことができるブラックボックスである。
3.1 MCPに近いFCPバージョンに関する既存研究
上述の通り、一部のNP完全である問題の FCPバー
ジョンは Σ2P 完全であることが証明されている。[2]

では上記のような問題とその証明が紹介されており、そ
の一つに FCP Akariがある。一方で、Akariの NP完
全性は [3] が circuit SAT からの帰着を利用して証明
していることから、本研究では Minesweeper の FCP

バージョンがΣ2P完全であることを示すために、FCP
Akariの帰着を踏襲した証明を行う。具体的には、Σ2P

困難であることを証明するために、UQSATからの帰着
を行う。UQSAT は論理式 ϕ(X,Y ) を入力として受け
取ったときに Y 中の変数への唯一の割り当てが存在す
るような X 中の変数への割り当てが存在するかどうか

を決定する問題であり、Σ2P 困難であることが [2] で
証明されている。まず、UQSATのインスタンスを論理
回路に書き換え、それを基にガジェットを組み立てるこ
とで帰着先である問題のインスタンスを作る。
4 MCPの FCPバージョン
本章ではMCPの FCPバージョンを決定性問題とし

て定義し、それが Σ2P完全であることを証明する。
Definition 2. FCP Minesweeper Consistency Prob-

lem(以下 FCP MCP とする) は以下の入力に対し、以
下の質問を解く問題である。
入力：Minesweeperの盤面 B,整数 k

質問：B の中の未確定である k マスに新たに爆弾
を配置することで、残りの盤面に整合性を保ったま
ま爆弾を一意配置できるか？

4.1 Σ2P完全性
本節では上で紹介した [1] と [2] の証明を参考に、以

下の定理を証明する。
Theorem 3. FCP MCPは Σ2P完全である。
Proof. まず Σ2P 困難あることを証明する。[1] にあ
る MCP の NP 完全性を示した帰着と同様の帰着を
NP 完全と知られる circuit SAT から行うことで、
MCP の盤面を構成することができる。これを利用し
て、UQSAT のインスタンス ϕ(X,Y ) から量化記号を
考慮しない MCP の盤面 Bϕ を構成する。Bϕ に [2] が
FCP Akariの Σ2P完全性を示す際に利用した Assign

ガジェットを追加することが本証明の流れとなる。
本証明では assign ガジェットとして XOR ガジェッ

ト [1]を用いる。その構成を以下の図に示す。
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Figure 7: A phase-changer made from two not gates.
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Figure 8: An xor gate.
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図 1 XORガジェット [1]とガジェットの置き換え

図 1左において、uで示されるマスのうちいずれか一
つに爆弾があると仮定する。この場合、整合性が取れる
ように爆弾の配置を考えると全ての u で示されるマス
に爆弾が置かれ、全ての u′ で示されるマスにはいずれ
かの数字が置かれる。また、u, vで示されるマスに爆弾
があると仮定すると、w で示されるマスにはいずれか
の数字が置かれ、u, v いずれか 1 つに爆弾が置かれる
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と w に爆弾が置かれる。このガジェットを UQSATの
X に含まれる変数に相当するガジェットに追加するこ
とで FCP MCPのインスタンス B′

ϕ を構成できる。
以下、XORガジェットがAssignガジェットのはたら
きをすることを確認する。変数 u, vを導入し、x = u⊕v

とする。このとき、(u, v) = (1, 0)または (0, 1)とする
ことで x = 1、また、(u, v) = (0, 0)または (1, 1)とす
ることで x = 0と xのへの割り当てを定めることがで
きる。同様に、u, xの組、v, xの組についても割り当て
を固定することで v, u の値を定めることができる。し
たがって、任意の 2変数への割り当てを定めることで選
択しなかった 1 変数への割り当てを一意に定めること
ができる。この事実を利用し、BϕのX に含まれる変数
に相当する terminalガジェット全てを XORガジェッ
トで置き換えることで、それぞれにつき 2 個の手がか
りで 3つの変数への割り当てを 1通りに定め、B′

ϕ を充
足する割り当てを唯一にすることができる。
ϕが充足不可能なときに、同様の変更を terminal ガ
ジェットに行っても、B′

ϕ を充足する割り当てが存在し
ないことは容易に確認できる。また、このように盤面を
構成する場合、X に含まれる変数に対応する XOR ガ
ジェットに対して、変数マスに対する 1 つの手がかり
では B′

ϕ 全体への配置を唯一に決定することができな
いことから、必ず 2つの手がかりが必要と言える。
以上より、ϕの量化記号の変数が k個であるとき、B′

ϕ

は 2k 個の手がかりによって解を唯一に定めることがで
きる。
逆に、FCP MCPの盤面 B′

ϕ の未確定である 2kマス
に爆弾を配置することで B′

ϕ の残りの未確定マスに整
合性を保ったまま爆弾を一意に配置できるときに、ϕが
充足可能であることを示す。上述の帰着では、ϕを元に
構成した FCP MCP の盤面 B′

ϕ は Assign ガジェット
を k = |X|個持つ。
B′

ϕ に新たに配置する爆弾は X に含まれる変数また
は Y に含まれる変数に影響を与える。ここで、一つ以
下の新たに配置する爆弾にしか影響を受けていない変
数 x∗ ∈ X が存在すると仮定する。Assign ガジェット
の構成法より、x∗ の割り当ては一意に定まらないこと
になり、前提に矛盾した配置と言える。よって、X に含
まれる全ての変数は 2 つ以上の新たに配置した爆弾に
影響を受けていることがわかる。配置する爆弾の個数
は 2|X|個なので, X に含まれる全ての変数はちょうど
2つの新たに配置した爆弾に影響を受けており、Y に含
まれる全ての変数は新たに配置する爆弾の影響を受け
ていないことが言える。これにより、新たに配置した爆
弾を持つ B′

ϕ は残りの未確定マスに整合性を保ったま
ま爆弾を一意に配置できる。さらに、X に含まれる全
ての変数に対し、新たに配置した爆弾に相当する割り当
てを固定することで、ϕ(X,Y )の X を割り当てた後の
論理式は残りの未確定マスに整合性を保ったまま爆弾
を一意に配置する方法に相当した充足解を唯一に持つ。
よって、ϕ(X,Y )に対し、充足解が 1通りになるような
X の割り当てが存在する。
次に、FCP MCPがΣ2Pに属することを示す。その
ために、次に示すMCPオラクルを持つ非決定性チュー
リングマシンM が FCP MCPを判定することを示す。
1 非決定的に未確定のマスを k 個選び、爆弾を配置
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図 2 x = u ⊕ v により、1 の部分の未確定マスが定
まり、2で示す全体に対し割り当てが一意に決まる。

する。
2 残りの盤面に整合性を保ったまま爆弾を配置する
方法が 1 通り以上存在するかどうかを MCP オラ
クルで判定する。存在しなければ拒否する。

3 整合性を保ったまま爆弾を配置する方法が 2 通り
以上存在するか否かをオラクルで判定する。存在
するならば拒否し、存在しなければ受理する。

上記のM は明らかに線形時間で受理または拒否をし、
停止する。受理をする際は、k個の爆弾を新たに配置す
ることで唯一解にすることができるインスタンスが入
力であることが確認でき、拒否する際は、k 個の爆弾を
配置しても唯一解にすることができないことが確認で
きる。さらに用いている MCP オラクルは NP に含ま
れる MCP を判定するオラクルである。以上より、M

は NP オラクルを持ち、多項式時間で挙動をする非決
定性チューリングマシンであり、FCP MCP を正しく
判定するため、FCP MCPは Σ2Pに属す。

5 まとめと今後の課題
本研究では UQSATからの帰着により FCP MCPの

Σ2P完全性を証明した。
Assign ガジェットとして利用した XOR ガジェット
に着目し、UQSATからの帰着をより多くの FCPバー
ジョンの問題に対して構成できないかが考えられる。
SATからの解を一対一に保存した帰着が存在する場合
には、この構成を利用して FCPバージョンが Σ2Pで
あることが容易に証明できることが期待される。それ
以外の場合についても NP完全である問題の FCPバー
ジョンがΣ2P完全になるための必要十分条件について
も検討が必要である。
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