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1 はじめに
警備員の配置場所等のモデル化として最小安全支配
集合問題が考えられている。この問題は NP 完全では
あるが、Proper Interval Graphに関しては線形時間ア
ルゴリズムが存在することが知られている。[1] 本研究
では Proper Circular Arc Graph においても最小安全
支配集合が多項式時間で解けることを証明する。
2 安全支配集合問題
頂点数 n の無向グラフ G = (V,E) について、集合

D ⊆ V は、各 u ∈ V \D がある v ∈ D に隣接すると
き、D は G の支配集合である。Proper Circular Arc

Graphでは O(n)で求められるとわかっている。[2]

Gの支配集合 S ⊆ V は各 u ∈ V \ S について、隣接
する v ∈ S との交代集合 (S \ {v})∪{u}が再びGの支
配集合となるとき、S は Gの安全支配集合である。こ
のとき v は uを守るという。[3]

2.1 既存研究
Proper Interval Graphとは、区間グラフのうち、ある
区間の真部分集合になるような区間が存在しない区間グ
ラフである。頂点数 n の Proper Interval Graph の左
端の頂点を v1 とし、右向きに順に v1, v2, ..., vn とする。
vi の隣接頂点を N [vi]と表す。全ての iについて N [vi]

が連続、つまり、ある i1, i2 に対して N [vi] = {vt|i1 ≤
t ≤ i2} となるとき、グラフ G の頂点 (v1, ..., vn) は
Consecutive Ordering を持つという。またこのとき、
隣接頂点N [vi]のうち最大のものをmaxN(vi)と表す。
グラフ Gが consecutive ordering を持つとき、グラフ
Gは proper interval graphである。[4] これを利用し、
Proper Interval Graphにおける最小安全支配集合問題
は O(|V (G)|)で求められることが証明されている。[1]

3 Proper Circular Arc Graphにおける
安全支配集合問題

3.1 Proper Circular Arc Graph

Proper Circular Arc Graphとは区間が円弧上になっ
た Proper Interval Graph である。区間を頂点とみな
し、ある区間に対し、その始点を含む区間を左側の区間
(頂点)と呼び、その終点を含む区間を右側の区間 (頂点)

と呼ぶ。この定義の下で、ある頂点を v1 と決めたなら、
各頂点は時計周りを右向きと見なして順に v1, v2, ..., vn
と呼ぶことができ、consecutive orderingとなる。これ
により、maxN(vi)は vi の隣接頂点のうち、最も右側
にあるものとする。さらに、i > j に対し、N [vi]が vj
を vi の右側に含むとき、その vj を二周目の vj と呼ぶ。
安全支配集合 S の要素を {x1, ..., xk}, xi が守る左端の
頂点を yi, 右端の頂点を ti とする。頂点の位置関係を
≤ で表現し、vi ≤ vj は i ≤ j を表す。さらに、v+i を
vi の右側にある頂点で一番左側にあるものとする。

図 1 Proper Circular Arc Graphの例

図 2 頂点番号 6 を v1 としてアルゴリズム 1 を適用
したもの。y4 は二周目の頂点番号 6となっている。

3.2 提案アルゴリズム
本節では、Proper Circular Arc Graphにおける安全
支配集合問題を解くアルゴリズムを提案する。付録に
ある本アルゴリズムは Proper Circular Arc Graph の
ある頂点を v1 と指定したのちに本問題を解く。以下、
本アルゴリズムの正当性を証明する。
Lemma 1. y1 ≤ yk ならば S = {xi, ..., xk−1}はG全
体を守る。（yk のみ二周目のものとする。）
Proof. 全ての i = 1, 2, ..., k について xi ≤ ti ≤
maxN(xi)であり、yi ∈ N [xi]である。すなわち、xiは
yiから tiの全ての頂点に隣接する。また、yi = (ti−1)

+

であるので、y1 ≤ yk であるとき、tk−1 が y1 の左隣ま
たはそれより右側となるので Gの全ての頂点は S の頂
点に隣接する。
Theorem 2. アルゴリズム 1 で得られる集合 S は安
全支配集合である。
Proof. Lemma 1 より X が G 全体を守るためには
y1 ≤ yk であれば良い。x1 ≤ xk ならば y1 ≤ yk であ
ることを示す。（xk のみ二周目のものとする。）
(1) xk = maxN(yk)の場合
x1 = maxN(y1) で x1 ≤ xk つまり maxN(y1) ≤
maxN(yk) G は Proper Circular Arc Graph なので
y1 ≤ yk
(2) xk = maxN(maxN(yk−1)

+)の場合
maxN(yk−1) < tk−1 よって maxN(y+k−1) < yk
yk < y1 とすると xk = maxN(maxN(yk−1)

+) <

maxN(y1) となり、xk ≤ x1 であることに矛盾。よっ
て仮定が否定され、y1 ≤ yk

Lemma 3. 頂点 u を開始頂点としてアルゴリズム 1

を適用した際に得られる SDS Su と、頂点 v を開始頂
点としてアルゴリズム 1を適用した際に得られる SDS

Sv を考える。このとき、Su における x1 と Sv におけ
る x1 とが同じ頂点を指す場合、Su = Sv である。
Proof. x1 = t1 = maxN(y1) より、y1 から t1 はク
リーク。y2 = t+1 で、x2 = maxN(y2) = maxN(x+

1 ).
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x1 から x2 がクリークかどうかは y1 に依らない。ク
リークならば t2 = maxN(x2), クリークでないならば
t2 = maxN(maxN(x1)

+) よって、x1 が決まれば、y1
の位置に関わらず、y2, x2, t2 が一意に定まり、i > 2で
も i− 1の頂点のみで yi, xi, ti が定まる。x1 ≤ xk が成
り立てば停止するので、Su = Sv = {x1, ..., xk−1}全て
同じ要素となる。したがって、Su と Sv で x1 が同じ頂
点を指す場合、Su = Sv

Lemma 4. Proper Circular Arc Graph における
SDS Su に対し、ある頂点 u ∈ Su が G に含まれる
どの極大なクリークにも右端の頂点ではないとする。
この時、u を含む一番左に存在する極大なクリークを
Cu とし、その右端の頂点を vとすると、Su ∪{v}\{u}
もまた、SDSである。
Proof. u と隣接する左端の頂点はクリーク Cu の左端
の頂点である。右端の頂点はmaxN(u)である。uが守
る頂点の範囲は最大で Cu の左端の頂点からmaxN(u)

である。v もクリーク Cu 内の頂点なので、v と隣接す
る左端の頂点は変わらない。u < v より maxN(u) ≤
maxN(v)なので vと隣接する右端の頂点は uと隣接す
る右端の頂点よりも手前には存在しない。したがって、
Cu の右端の頂点 vは uと入れ替えても守ることのでき
る頂点の範囲は減ることはない。よって (Su∪{v})\{u}
もまた、Gにおける SDSである。
G における全ての頂点が何かしらの極大なクリー
クの右端の頂点となっている任意の最小安全支配集
合 Su = {s1, ..., sl} に対し、x1 = s1 となる条件から
アルゴリズム 1 を実行して得られる安全支配集合を
S = {x1, ..., xk}とする。この時、v1 = y1, v

+
n = v1 と

する。このとき、アルゴリズムより si ≤ xi が言え、さ
らに以下の補題が成り立つ。

Lemma 5. i ≥ 2について、1 ≤ j ≤ i− 1に対して、
sj は yj+1 を守らない。
Proof. j ∈ {2, 3, ..., i − 1} に対して、sj が yj+1 を守
ると仮定する。つまり、sj が yj+1 に隣接し、S

′

u =

(Su \ {sj}) ∪ {yj+1}が支配集合であると仮定する。sj
は yj+1 に隣接するため yj+1 ≤ maxN(sj)であり、さ
らに仮定より sj ≤ xj ≤ tj < yj+1 である。以下、アル
ゴリズムの挙動により場合分けをする。
(1) tj = maxN(xj)の場合
yj+1 = t+j = maxN(xj)

+ である。sj が yj+1 を守る
とすると、yj+1 ≤ maxN(sj) ≤ maxN(xj) = tj とな
り矛盾。
(2) tj = maxN(maxN(xj−1)

+)の場合
w = maxN(xj−1)

+ とする。yj+1 = t+j =

maxN(w)+ であるので、w は yj+1 と隣接しない。ま
た、w > maxN(xj−1) ≥ maxN(sj−1)なので、sj−1は
w と隣接しない。よって、S

′

u = (Su \ {si}) ∪ {yj+1})
の中に w と隣接する点はない。よって矛盾。
Theorem 6. X は Gの最小安全支配集合である。
Proof. k = lを示す。つまり、アルゴリズム 1の while

文が i = l + 1 の時に停止することを示す。これを示
すために、x1 ≤ xl+1 であることを示す。まず、vn ≤

maxN(yl) かつ vn ≤ tl であることを示す。Lemma 5

より、sl−1 は yl を守らないので、yl は sl に守られてい
る。よって、(Su \ {sl})∪ {yl}は支配集合。yl は xl に
隣接し、xl は vn を守っているので、vn ≤′

maxN(yl)

sl ≤ xl ≤ vn ≤ maxN(yl)より sl は vn に隣接するの
で、xl は vn と隣接。つまり、vn ≤ maxN(xl) 以下、
アルゴリズムの挙動により場合分けをする。
(1) xl = maxN(yl)の場合
vn ≤ maxN(xl) = tl となるので k = lである。
(2) xl = maxN(maxN(yl−1)

+)の場合
Su は安全支配集合なので、sl は vn を守る。よっ
て、Sl = (Su \ {sl}) ∪ {vn} は支配集合。s

′
=

maxN(sl−1)
+ とする。Sl は支配集合で、s

′ は sl−1

と隣接しないので、s′ は vn と隣接する。つまり、vn ≤
maxN(s

′
)したがって、tl = maxN(maxN(xl−1)

+) ≥
maxN(maxN(sl−1)

+) ≥ maxN(s
′
) ≥ vn

以上より、vn ≤ maxN(yl) かつ vn ≤ tl が成り立
つ。yl+1 = t+l ≥ v+n = v1, xl+1 = maxN(yl+1) ≥
maxN(v1) = x1 となり、x1 ≤ xl+1 が成り立ち、
i = l + 1 の時、アルゴリズム 1 の while 文が終了す
るため、k = lである。
Theorem 7. Proper Circular Arc Graph Gに対し、
O(|V (G)|2)時間で最小安全支配集合を出力するアルゴ
リズムが存在する。
Proof. アルゴリズム 1 は O(|V (G)|) で実行可能であ
る。また、x1 となる頂点の候補から開始頂点を限定
したとき、最大でも |V (G)| 回実行すれば良いので
O(|V (G)|2)で求めることができる。

4 まとめと今後の課題
本研究では Proper Circular Arc Graph における最
小安全支配集合問題が多項式時間で解けることを示し
た。今後の課題について、計算量を線形時間に減らせ
ないか、関連問題である Total Dominating Set問題等
も Proper Circular Arc Graph に限定することで多項
式時間で解けるかということが考えられる。
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付録
Algorithm 1 提案アルゴリズム
Input: Proper Circular Arc Graph G, consecutive

ordering for V (G)

Output: 最小安全支配集合 S

1: maxN(v1), ...,maxN(vn)を計算
2: y1← v1, x1←maxN(y1), t1←maxN(y1)

3: S ← {x1}, i← 1

4: while xi が二周目でない do

5: i← i+ 1, yi← t+i−1

6: if maxN(yi−1) < ti−1 then

7: xi = maxN(maxN(yi−1)
+)

8: else

9: xi = maxN(yi)

10: end if

11: if maxN(xi−1) < xi then

12: ti = maxN(maxN(xi−1)
+)

13: else

14: ti = maxN(xi)

15: end if

16: S ← S ∪ {xi}
17: end while

18: return S \ {xi}
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