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1 はじめに
バケットソートはソートしたいアイテムの種類数が

k,アイテムの個数が nであるとき、平均的に O(k + n)

で動くことが知られている. これは電子的な操作である
ため,どの箱にアイテムを入れる場合も単位時間のコス
トで行える. しかし現実でこのソートを行うには箱間の
移動にもコストがかる. 一つ隣の箱に移動するたびに
単位時間のコストがかかるとしたとき,このコストも合
わせたバケットソートが,物理的バケットソートとして
紹介されている.[1] このソートで処理するアイテムは,

キューの形で与えられ,先頭アイテムから処理しなけれ
ばならなく, ソート作業とは別に先頭アイテムを末尾に
移動させることもでき,これも単位時間で行える.

物理的バケットソートには二つのモデルがあり,上記
の 3 つの操作のみ行うモデルがポストモデルと定義さ
れている. ポストモデルで行える操作に加え,目の前の
箱に置かれているアイテムを全て取り出しキューにエ
ンキューする操作を認めたモデルがトレイモデルと定
義されている. どちらのモデルも計算量は全てのコスト
の合計で表される. ポストモデルは O(n

√
k)時間,トレ

イモデルは O(n log k) 時間で処理する効率的なアルゴ
リズムが与えられている [1]. これらのアルゴリズムは
入力のアイテムが先頭以外わからない状態で処理する
ことを前提としている. これにより,ある入力に対して
最適なソート手順を示すものではない.

2 既存アルゴリズム
先行研究ではキュー全体の情報を得て,さらに種類数

k を 2 に限定したポストモデルの最適アルゴリズムが
紹介されている [2]. 以下に物理的バケットソートの具
体的な定義と操作を紹介する.

2.1 定義
Definition 1. [1] 物理的バケットソートとは以下の
手続きである. 種類数を k とし,入力としてのアイテム
の入った長さ n のキュー I = {x1, ..., xn}, (1 ≤ xi ≤
k, 1 ≤ i ≤ n)とソート済みのアイテムを入れる箱を示
すスタック集合 S = {s1, ..., sk}, sj = ∅, (1 ≤ j ≤ k),

現在どの箱の前に立っているかを示すポインタ p =

l, (1 ≤ l ≤ k) が与えられる. これに対し, キュー I が
空になり,各箱を示すスタック sj に xi = j となるアイ
テム全てが含まれる状況にするための一連の操作を求
める.

Definition 2. [1] ポストモデルでの物理的バケット
ソートにおける操作は以下の通りである.

• 操作 place(p):I に対してデキューを行い,対し取
り出したアイテムをポインタ pが指すスタック sp
にプッシュする.

• 操作 pass():I に対してデキューを行い, 取り出し
たアイテムを I にエンキューする.

• 操作move(δ):ポインタ pを p+ δ へと更新する.

ここで δ ∈ {−1, 1}とし,更新後は (1 ≤ p ≤ k)で
なくてはならない.

これらの操作の総数が物理的バケットソートを行った
際の計算量として定義されている.

種類数 2 に限定した場合の物理的バケットソートに
は最適アルゴリズムが提唱されており, 以下で定義され
る独立列という概念を用いている.

Definition 3. [2] キューの先頭アイテム x1 が pの値
と異なり x2とも異なるとき,x1は独立であるという.ま
たキューの i番目のアイテム xi, (1 < i < n)が xi−1 と
異なり xi+1 とも異なるとき,xi は独立であるという.た
だし,xiがキューの末尾であるなら、xiは独立ではない.

Definition 4. [2] 独立なアイテムのみから成るアイテ
ム列の部分列を独立列と定義する. また独立列の長さの
偶奇によって偶数列または奇数列のどちらかに属す. つ
まり, 偶数列は正規表現で (ab)+ とマッチし, 奇数列は
正規表現で a(ba)∗ とマッチする.

図 1 独立列の例

2.2 既存アルゴリズムの問題点
付録 A.1 に既存アルゴリズムを記載する. このアル
ゴリズムには,分岐の条件が煩雑であり分岐数も多いと
いうことが問題点として挙げられる.

3 改善案とその正当性
本研究では,より可読性の高いアルゴリズムを構成す
るため、既存アルゴリズムの各手続きにおける最適な挙
動の解析を行った. それにより得られたアルゴリズムを
付録 A.2に挙げ,本章ではその正当性を確認する.

3.1 提案アルゴリズムの正当性
Theorem 5. アイテム列の先頭に奇数長の独立列があ
る場合,i 番目の奇数列における先頭を xi(1 ≤ i) とす
る.ここで x1 ̸=末尾かつ x2 が存在し,x1 ̸= x2 のとき
pass操作,move操作いずれも最適である.

Proof. i 番目の奇数列における先頭を xi(1 ≤ i) とす
る. x1 ̸= x2 の時,x1x2...xn = (st)mW となる最大の
m を求める. ここで s, t = {1, 2}, s ̸= t,W = {1, 2}∗
である. W の先頭である Whead によって場合分け
を考える. W の長さが 0 であるか Whead = t なら
moveが最適であることが先行研究により証明されてい
る.[2] よって Whead = s のときに move を行ってもコ
ストに差がないことを示せば良い. この条件に合うア
イテム列を正規表現で表すと (a(ba)∗Xb(ab)∗X)+Y b

となる. ここで X は奇数列を含まないアイテム列
とする. このアイテム列のうち,(a(ba)∗Xb(ab)∗X)+

は各繰り返しに対し同一の操作を行うことが最適で
あることが知られている.[2] 残りの部分である Y は
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二種類考えられ, (1)a(ba)∗X, (2)a(ba)∗Xa(ba)∗Z で
ある. ここで,Z は任意のアイテム列とする. よって
p = b, a(ba)∗Xb(ab)∗XY b に対し pass から一連の操
作を行う場合と move から一連の操作を行う場合との
passとmoveの回数の総和を比較し, それらに相違が無
いことを確認する.

まず (1),(2) で共通する接頭辞までを考える. す
なわち、先頭の奇数列までを処理をすることを考え
る. 初手 pass から一連の操作を行うと p = b, I =

Xb(ab)∗XY ba∗ となる . . . (∗). ここで Y の末尾に bか
ら始まる偶数列を持つ場合,末尾の bが独立になること
で, それが奇数列となる.(図 1 参照) このケースは別に
取り扱い, まずは Y の末尾に新たに奇数列が発生しな
い状況を考える. 初手 move から一連の操作を行うと
p = a, I = Xb(ab)∗XY bb∗ となる . . . (†). よって, 初
手に passを行った方が初手に moveを行った場合より
pass 回数が 1 回多い. 一方で初手に move を行った場
合のみ moveを 1度実行するため,ここまでの操作では
コスト差が無いと言える.

以上の状況の後, それぞれの先頭の X を処理すると
きのコストを考える. 独立列の直後に X が存在するた
め、X の先頭は b である. 処理 (∗) から引き続き同様
の処理を行うと p = a, b(ab)∗XY ba∗, (†)に続く操作は
move から始まり、処理後は p = a, b(ab)∗XY bb∗ とな
る. よって (†)の方がコストは 1多くなる.

続 い て Y の 内 容 に つ い て 場 合 分 け を す
る. Y = a(ba)∗X の 時,(∗) の 処 理 後 は
p = a, b(ab)∗Xa(ba)∗Xba∗, (†) の処理後は p =

a, b(ab)∗Xa(ba)∗Xbb∗ となる. ここで先頭の奇数列
に対し (∗)の処理後に対しては (∗)が最適であるという
仮定の下同様の手順を行い,(†)の処理後に対しては (†)
が最適であるという仮定の下同様の手順を行う. その
結果,独立列を一つ処理し終わった状況は,先頭にmove

操作を行う (∗)では p = b,Xa(ba)∗Xba∗ となり,先頭
に pass 操作を行う (†) では p = a,Xa(ba)∗Xbb∗ とな
る. (†) の方が (∗) より pass を 1 回多く行い,(∗) のみ
moveしているのでコスト差は無いと言える.
同様に各状況における先頭の X の処理を考える. こ

こで X は a 始まりであることに注意すると, (∗) に続
く操作は move から始まり,p = b, a(ba)∗Xba∗, (†) は
p = b, a(ba)∗Xbb∗ となる.よって (∗)の方がコストが 1

多くなる.

さらに各状況における先頭の奇数列と X の処理を考
えると,どちらも passから始まり, (∗)は p = a, ba∗,(†)
は p = a, bb∗a∗ となり, どちらも同じ動きをしているの
でコスト差は無いと言える. また, ここで (∗)(†)いずれ
もキューが同じ形になったのでこれ以降でコスト差が
生じることは無い.

ここまでのコスト差を総計すると,(∗)と (†)のコスト
には差が無いことが言える.

(∗) のはじめの処理で Y の末尾に奇数列が
発生した場合を考えると,(∗) の処理後は p =

a, b(ab)∗Xa(ba)∗X ′b(ab)+a∗ となる. これと (†) の比
較を先程と同様に行うと, X の処理がどちらも同じ動
きとなりコスト差無し, X ′ の処理では.X ′ が b から始
まるため (∗) の方がコストが 1 多くなることが確認で
きる. 残り全てを処理する場面はコスト差が同様である

と言え, やはり全体でもコスト差がないことがわかる.

以上より,Y = a(ba)∗X の時はいずれの操作から処理
を始めてもコストは同じであることが示せた.

Y = a(ba)∗Xa(ba)∗Z の時,(∗) の共通する接頭辞の
処理後は p = a, b(ab)∗Xa(ba)∗Xa(ba)∗Zba∗, (†) は
p = a, b(ab)∗Xa(ba)∗Xa(ba)∗Zbb∗ となっている. 以
上の状況で,先頭の奇数列に対しこれまでの手順が最適
であるという仮定の下同様の手順を行いを行う. 独立列
を一つ処理し終わった状況は, 先頭に move を行う (∗)
では p = b,Xa(ba)∗Xa(ba)∗Zba∗ であり,先頭に pass

を行う (†) では,p = a,Xa(ba)∗Xa(ba)∗Zbb∗ である.

(†)の方が (∗)より passを 1回多く行い,(∗)のみmove

しているのでコスト差は無いと言える.

同様に各状況における先頭の X の処理を考える. こ
こで X は a 始まりであることに注意すると,(∗) に続
く操作は moveから始まり,p = b, a(ba)∗Xa(ba)∗Zba∗,

(†)は p = b, a(ba)∗Xa(ba)∗Zbb∗ となり, よって (∗)の
方ががコストが 1多いと言える.

さらに各状況における先頭の奇数列と X の処理
を考えると, どちらも pass から始まり, (∗) は p =

b, a(ba)∗Zba∗, (†) は p = b, a(ba)∗Zbb∗a∗ となり, ど
ちらも同じ操作をしているのでコスト差は無いと言
える. また, ここで (∗)(†) いずれもキューが同じ形に
なったのでこれ以降でコスト差が生じることは無い.

また,(2) の場合でも末尾に奇数列が生じることはある
が,(1) と同様の議論でコスト差がないと言える. 以上
より,Y = a(ba)∗Xa(ba)∗Z の時はいずれの操作から処
理を始めてもコストは同じであると示せた.

(1)(2) どちらもコスト差がないことが示せたため,

アイテム列の先頭に奇数長の独立列がある場合,i 番目
の奇数列における先頭を xi(1 ≤ i)とする.ここで x1 ̸=
末尾かつ x2 が存在し,x1 ̸= x2 のとき pass 操作,move

操作いずれも最適である.

4 まとめと今後の課題
アイテムが 2 種類に限定された物理的バケットソー
トの最適アルゴリズムを修正した.今後はアイテム数を
3に増やした場合が考えられる.一方で直線上にスタッ
クを置くと,move のコストが 1 の場合と 2 の場合が存
在し容易にアルゴリズムを構築できない. このため, ま
ずは各スタックを三角形状に置くことでmove()のコス
トを 1に固定できる事実を用い,この状況下での最適ア
ルゴリズムの構築が考えられる. もしくは, これらの最
適アルゴリズムを求めることが NP 困難であるかどう
かの解析も考えられる.
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付録A アルゴリズム記述上の定義について
本章ではそれぞれのアルゴリズム内で利用される文字の定義を行う. 現在のアイテム列の先頭アイテムがどの種類
であるかを top(I),2番目のアイテム,末尾のアイテムに対しても同様に second(I), end(I)とする.ただし、2番目の
アイテムが存在しないときは second(I) = NULLとする.i番目の奇数列における先頭アイテムをそれぞれ yi(1 ≤ i)

とし,該当するものがない場合 yi = NULLとする.先頭に偶数列があることを even(I),先頭に奇数列があることを
odd(I)とする.

既存アルゴリズムの 33行目の処理に関して NULLではない yi を全て並べたものを考え,y1y2...yl = (ab)mW と
なる最大のmを求める.ここで a, b = {1, 2}, a ̸= b,W = {1, 2}∗ である.
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A.1 既存アルゴリズム

Algorithm 1 既存アルゴリズム [2]

Input: 初期ポインタ p ∈ {1, 2} ,キュー I : x1, x2, ..., xn,ただし, xi ∈ {1, 2},スタック s1, s2, ∀sj = ∅
Output: 正しくバケットソートを行う.つまり,I = ∅, ∀i : xi = j → xi ∈ sj
1: while |I| > 0 do

2: if top(I) = p then

3: place(p)

4: else if |I| = 1 ∨ top(I) = second(I) then

5: move(p− x1)

6: else if even(I) then

7: if y1 = NULL then

8: if top(I) = end(I) then

9: pass()

10: else

11: move(p− top(I))

12: end if

13: else

14: y1 より前に存在するアイテム列を一旦無視し,y1 以降のアイテム列に対し p = 2− y1 として,29行目以降
を実行し y1 に対する最適手順を確認する.

15: if 上記計算結果が pass操作となる then

16: if top(I) = y1 then

17: pass()

18: else

19: move(p− top(I))

20: end if

21: else

22: if top(I) = y1 then

23: move(p− top(I))

24: else

25: pass()

26: end if

27: end if

28: end if

29: else if odd(I) then

30: if top(I) = end(I) ∨ y2 = NULL ∨ y1 = y2 then

31: pass()

32: else if y1 ̸= y2 then

33: if W が a もしくは aa{a, b}∗ にマッチ then

34: pass()

35: else if W が ∅ もしくは b{a, b}∗ にマッチ then

36: move(p− top(I))

37: end if

38: end if

39: end if

40: end while

41: return
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A.2 修正後のアルゴリズム

Algorithm 2 修正後のアルゴリズム
Input: 初期ポインタ p ∈ {1, 2} ,キュー I : x1, x2, ..., xn,ただし, xi ∈ {1, 2},スタック s1, s2, ∀sj = ∅
Output: 正しくバケットソートを行う.つまり,I = ∅, ∀i : xi = j → xi ∈ sj
1: while |I| > 0 do

2: if top(I) = p then

3: place(p)

4: else if |I| = 1 ∨ top(I) = second(I) then

5: move(p− top(I))

6: else if odd(I) then

7: if y1 ̸= end(I) ∧ y2 ̸= NULL ∧ y1 ̸= y2 then

8: move(p− top(I))

9: else

10: pass()

11: end if

12: end if

13: if y1 = NULL ∧ top(I) = end(I) then

14: pass()

15: else if y1 ̸= NULL ∧ y1 = top(I) ∧ (y1 = end(I) ∨ y2 = NULL ∨ y1 = y2) then

16: pass()

17: else if y1 ̸= NULL ∧ y1 ̸= top(I) ∧ y1 ̸= end(I) ∧ y2 ̸= NULL ∧ y1 ̸= y2 then

18: pass()

19: else

20: move(p− top(I))

21: end if

22: end while

23: return

図 2 オレンジの文字列が修正部分を表す
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